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Les démonstrations qu'on va lire sont établies au moyen des 
coordonnées baiycentriques; et c'est grâce au principe de la 
transformation homographique instantanée que nous avons pu 
en énoncer les résultats, à la fois dans le système des coor- 
données normales et dans celui des coordonnées barycen- 
triques. 

On sait que le principe de la transformation homographique 
instantanée est dû à M. de Longchamps qui l'exposa, pour la 
première fois, en 1886, au Congrès tenu à Nancy par l'Asso- 
ciation française pour l'avancement des sciences. Il en donna 
l'énoncé suivant : 

* Imaginons un ti'iangle de référence ABC et trois nombres X, tx, 
v; quelconques d'ailleurs. Il existe un point M, dans le plan ABC, 
dont les coordonnées trilinéaires normales (x, y, z) sont pro- 
portionnelles à X, [x, v; mais on peut aussi trouver un point m 
dont les coordonnées barycentriques (a, p, y) sont, eUes-mêmes, 
proportionnelles à ces nombres X, (x, v. Ces deux points M, m, ainsi 
associés, se correspondent homographiquement ; et, si Fun d'eux M 
décrit une courbe U représentée, en coordonnées trilinéaires nor- 

maks, par : 

f (x, y, z) = o, 

le correspondant m décrit une courbe n, dont ré'jjuation, en coor-^ 
données barycentriques, est : 

f (*» P» y) = o- • 
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1. — Prenons le triangle ABC pour triangle de référence; et 
désignons, par a, ^, y, des coordonnées barycentriques. 

D'après la terminologie proposée par M. de Longchamps, 
les points : 

(1) P,=:Aa = Bp = CY, 

sont des points réciproques (*); ils sont harmoniquemmt asso- 
ciés aux droites : 
(3) DiS:AaH-Bp + GY = o, 

lesquelles sont des transversales réciproques. 

Dans la transformation par points réciproques, les droites 
Di, Df donnent naissance à deux coniques. Nous les appelle- 
rons coniqiies réciproques; elles sont circonscrites au triangle de 
référence, et ont pour équations : 

n ^ ^ G 

(5) G,:=^4.- + - = o, 

Les droites D^ , D^ coupent chaque côté du triangle de référence 
en des points isotomiques. De plus, les droites qui joignent ces 
points aux sommets opposés du triangle de référence sont res- 
pectivement tangentes aux coniques C^, Cj. Il résulte de là 
que Pj est le pôle, et D^ Taxe d'homologie de C,, tandis que 
les éléments homologues de C^ sont le point P^ et la droite D«. 

Les transversales réciproques D^, Dj se rencontrent en un 
point p^ dont les coordonnées sont proportionnelles aux quan- 
tités : 

B«-C« G'~A« A» -B* 

^ ^ BG ' GA ' AB ' 

et les coniques G^, Gj ont, pour quatrième point commun, le 
point p, dont les coordonnées sont inversement proportion- 
nelles aux mêmes quantités. 

(*) Voir Premier inventaire de la Géométrie du triangle par M. Vigarié 
(Congrès de Toulouse). 
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Nous proposons d'appeler /?j le premier point transverse ; p^ 
le second point transverse; et nous dirons que les points P,, P, 
constituent le couple réciproque associé aux points transverses. 

2. — Lorsque le premier point transverse décrit la droite ; 

(8) A s /a -t- mp + ny := o, 

le second décrit, comme on le sait, une conique circonscrite au 
triangle de référence, ayant pour équation 



(9) 



r = i^ 



m n 

■- 4- - = o. 
P Y 



Cherchons le lieu engendre, dans ces conditions, par le 
couple réciproque associé (P^, P,). A cet effet, observons que 
les quantités A, B, C doivent vérifier la condition : 

ABC 



(10) 
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= 0, 



laquelle résulte de Télimination des paramètres a, p, y entre les 

équations (3), (4), (8); ou bien des paramètres -> -j' - entre 

les équations (8), (6), (9). 

Les points P|, P, engendrent donc un lieu unique dont 
l'équation 



(H) 





a 


P 


Y 




I 


I 


I 


Q = 




^ 






a 


6 


Y 




/ 


m 


n 



= o. 



se trouve en remplaçant, dans l'équation (10), les quantités 
A, B, C par les autres quantités a, p, y, auxquelles, en vertu 
des relations (1) et (2), elles sont inversement ou directement 
proportionnelles. 

L'équalion (11) représente une cubique anallagmatique, 
circonscrite au triangle de référence et passant par les quatre 
points algébriquement associés : 

G=:oc=p=Y, GaS:-a=p=Y, G5=:a=-p=Y, GcS:a=p=-v, 
lesquels sont le centre de gravité du triangle de référence 
et les sommets du triangle anti- complémentaire. Nous pouvons 
donc énoncer le théorème suivant : 
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Lorsquelepremierpoint trans- 
verse décrit une ligne droite^ le 
second décritune conique circon- 
scrite au triangle de référence, 
et le couple réciproque associé 
engendre une cubique analtag- 
matique, circonscrite au trian- 
gle de référence et au triangle 
complémentaire et passant par 
le centre de gravité du triangle 
de référence. 



Lorsque lepremierpoint trans- 
verse décrit une ligne droite, le 
second décrit une conique circon-^ 
scrite au triangle de référence^ 
et le couple inverse associé en- 
gendre une cubique anallagma^ 
tique, circonscrite au triangle 
de référence et au triangle anti- 
supplémentaire, et passant par 
le centre du cercle inscrit au 
triangle de référence. 



3. — Il résulte, de Téquation (H), que, outre les points 
Ay B, G, Ga, Gbj 6e indépendants de la droite A, la cubique Q 
contient encore les deux points réciproques (ou inverses) : 



dont le premier est harmoniquement associé à la droite A. 



l m n 



4. — Les deux cubiques 
Q = 2/a(p« - Y») =z 0, 



Qs 2ra(p«-Y») = o 
associées aux droites : 

A s /a + mp + ny = o, A':s Ta 4- m'p -h n'y = o 
se coupent en neuf points dont sept sont les points A, B, G, 
G, Ga, Gb, Gc donnés par le théorème du n*» 2. Les deux autres 
points, et les trois sommets du triangle de référence vérifient 
les équations : 

«(^' - f) ^ ?if - g') ^ y(û^' - P^) . 
mn' — nm' ni' — In' Im' — ml 
Donc, outre les sept points que nous venons de rappeler, 
les cubiques Q, Q' ont encore deux points communs situés 
sur la droite 

8 s: a(mn' — nm') -h ^{nV — In') •+- y{lm' — mV) = o. 
Gette droite B est harmoniquement associée au point 
S=: a{mn' - nm') — ^{nl' - In') = y{lm' - ml'), 
point de rencontre des coniques 



a 



m n 

P Y 



r's:--t-— -H — = o; 
a p Y 
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et elle passe par les points 

i m n l tn n 

dont les réciproques sont harmoniquement associés aux 
droites A, A^ 

5. — Si W = mm' = nn', les droites A, A' sont des trans- 
versales réciproques; et les points vS[, VS2 coïncident avec les 
points tij, 9 Tiii qui sont donc, dans ce cas spécial, communs 
aux cubiques Q, Q', 

Nous réserverons les désignations Q, Q' à ce cas particulier, 
et nous dirons que les cubiques Q, Q' sont des cubiques 
réciproques, tout comme nous avons dit, au n® 1, que les 
points Pj , P, sont des points réciproques, les droites D^ , D, , 
des transversales réciproques et les coniques C^ , C, , des 
coniques réciproques. 

(A suivre.) 
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Théorie des déterminants, par E. Garvallo, Examinateur d'admis- 
sion à l'Ecole Polytechnique. (Deux brochures; tirage à part des Nouvelles 
Annales j mai-août 1891.) 

Théorème fondamental pour la résolution numérique des 
équations, par le môme [Id. octobre 1891.) 

Parmi les brochures que nous avons reçues en ces temps derniers, les 
deux Notes dont nous venons de reproduire le titre nous ont plus parti- 
culièrement intéressé. G*est qu'elles touchent à deux points développés 
dans l'Algèbre du cours de mathématiques spéciales. Nous voulons en 
parler ici avec Tattention qu'elles méritent. 

1<* A propos de la première brochure, je dirai d'abord, bien franchement, 
que je ne partage pas l'opinion de l'Auteur sur la simplicité pédagogique 
qui, d'après lui, résulterait de l'exposition de la méthode Gaspary-Grass- 
mann. La simplification qu'il signale, si l'on 7 réfléchit bien, n'existe 
que pour des esprits mathématiques déjà formés, en pleine possession de 
l'Algèbre des déterminants. Pour ceux-là, je conviens qu'ils pourront 
sans peine suivre la route indiquée, et qu'ils concéderont toutes les con- 
ventions nécessaires pour exposer la méthode de Grassmann. Par exemple, 
ils ne feront pas difficulté d'admettre que x, y au lieu de représenter 
des nombres sont de purs symboles vérifiant, par définition, les égalités 

ay = — yXf XX = 0. 

Mais qu'on se représente un débutant, à l'esprit duquel on demande 
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d'accorder ces conventions arbitraires, dont Tutililé lui échappera abso- 
lument! Suivre une pareille voie, n'est-ce pas aller radicalement contre le 
but et Tesprit môme do 1 éducation mathématique? Que Ton prenne au 
contraire Tintroduction & la théorio des Déterminants, telle qu'elle est 
presque universellement enseignée, aujourd'hui, dans l'Université fran- 
çaise; y a-t-il,'je le demande, dans cette exposition, un seul passage où 
l*on exige, de Tesprit que l'on veut ouvrir à la connaissance de cet instru- 
ment nouveau de l'Algèbre, autre chose qu'un effort d'attention presque 
banal? et Ton rattache si bien cette Algèbre nouvelle à l'ancienne que 
le raccord s'effectue sans que Tétève ait même la notion de la difficulté 
qu'il vient de franchir. 

Il y a bientôt vingt ans que cette question des déterminants, déjà déve- 
loppée dans' l'enseignement, est venue se placer officiellement dans les 
programmes d'admission à l'École Polytechnique. 

Elle a été depuis lors tournée et retournée par ceux qui Tont professée 
de cent façons diverses ; et je puis dire, à ce propos, que j'ai reçu, ici même, 
pour être livrées à la publicité du Journal, plusieurs rédactions concernant 
cette première leçon sur les déterminants. Je les ai toujours écartées, et 
je ne crois pas, après mûre réflexion et en interrogeant l'expérience d'un 
long enseignement, qu'on puisse trouver quelque chose qui soit mieux 
approprié à l'esprit des débutants que l'introduction classique à laquelle 
j'ai fait tout à l'heure allusion et qui doit, je crois, être m ain tenue dans 
l'intérêt pédagogique. 

2* Le théorème fondamental de M. Garvallo, pour la résolution numérique 
des équations, est un théorème important; mais il est nécessaire, pour en 
saisir la portée, et même le sens, d'entrer dans quelques détails prélimi- 
naires. 

C'est au mois de février 1S90 que M. Garvallo a présenté, à la Faculté des 
Sciences de Paris, deux thèses, dont l'une, la seule que je veuille viser ici, 
portait pour titre: Extension de la méthode de Gràffe, Méthode pratique 
povr la résolution numérique complète de» équations algébriques ou transcen- 
dantes. En quoi consiste cette méthode de Grââe? G'est ce que nous devons 
dire avant d'aller plus loin (*). 

(*) Gette méthode de GrâSe est peu connue en France. D'après une 
note que j'emprunte à l'Introduction historique de la thèse de M. Garvallo, 
l'astronome Encke a complété cette méthode dans un mémoire publié en 
1841 dans l'Annuaire de l'Observatoire de Berlin. M. Garvallo rapporte, à ce 
propos, que M. D. Miguel Merino, le directeur de l'Observatoire de Madrid, 
a traduit, en 1879, le mémoire d'Encke. Mais le savant Secrétaire général 
de l'Académie des sciences de Madrid me permettra d'être surpris du 
reproche, que, à ce propos, il a cru devoir adresser aux Français, les blâ- 
mant d'avoir laissé une pareille œuvre dans l'oubli, et accusant, ni plus 
ni moins, a notre paresse d'esprit, la routine de nos écoles scienti- 
fiques, et notre patriotisme mal entendu ». 

Le mémoire d'Encke a été, la chose n'a rien qui doive surprendre, 
oublié dans la revue technique où il avait été publié. Du reste, ce mémoire 
était médiocre et n'ajoutait rien d'essentiel à l'œuvre de Grâfie. La théorie 
restait à établir. G'est cette théorie que M Garvallo a exposée dans la thèse 
que nous analysons ici ; elle constitue à notre avis la meilleure réponse 
qu'il fut possible de faire à une boutade échappée sans doute à la plume 
de M. Merino et qu'il a probablement regrettée, après réflexion. 
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Imaginons une écpiation du troisième degré 

a?» + Ax* -H Ba? -h G = G, 
et soient oc, p, y les racines, supposées distinctes, (a > p > y) de cette 
équation. Supposons que a étant un nombre renfermant dix chiffres à la 
partie entière, ^ ne renferme que quatre cbifires dans sa partie entière, 
Y pas du tout. Alors, à V ordre d^ approximation Qu'on recAerc^, on peut dire : 

1** Que ^ est négligeable devant a; 

2» Que Y — p. 

Considérons alors les relations classiques, 

a + P + Y = — A, ap 4- aY H- Py = B, aPy = — G. 

Dans ces égalités, les valeurs principales du premier membre, valeurs 
obtenues en supprimant les quantités négligeables, donnent avec Tapproxi- 
mation demandée, 

a = — A, ap = B, apy = — G. 

Ces égalités déterminent, successivement, a, p, y ^ 

B G 

a = -A, P = -i> Y = -3- 

Mais, quand on a posé ce principe, une objection se présente aussitôt. 
En effet, une équation étant donnée , ses racines ne satisfont générale- 
ment pas aux conditions imposées, signalées ci-dessus. 
' G*est ici que se place, dans la méthode de Grfiffe, une idée, assurément 
ingénieuse. 

Gonsidérons une équation f{x) = o\ soient a, p, y ses racines. 

Transformons-la, en posant 

Gette transformée aux carrés des racines aura pour racines a*, p*, y** 
Posons, ensuite, 

La transformée en % aura pour racines, 

aS PS ïS 
etc. 
Après p transformations, on aboutit à une équation dont les racines sont 

«^. P*". /. 

On voit alors, facilement, que si p est suffisamment grand, la méthode 
de Grâffe s'appliquera à Téquation transformée. 
En effet, si, en supposant a> p, on pose a = p/i; on a 

dépassant toute limite, en même temps que X. Ainsi, la nouvelle racine 
p^ sera aussi petite que Ton voudra relativement à la racine a^. 

Si Ton observe que X = 2^, on voit que X grandit très rapidement, obser- 
vation intéressante dans une question qui vise, principalement, au côté 
pratique. Ainsi les caractères qu'exige la méthode de Grâffe pour être 
applicable à une équation donnée, ne sont pas nécessairement vérifiés sur 
celle-ci; mais, après une série de transformations, dans lesquelles on 
cherche Téquation qui a pour racines les carrés des racines d'une équa- 
tion donnée, on arrivera rapidement à une équation finale, à laquelle on 
pourra appliquer la méthode de Grâffe. 

J*ai cherché à résumer aussi fidèlement que je Tai pu, Tesprit général de 
cette méthode de Grâffe et ne pouvant m'étendre d^une façon plus circon- 

JOURNAL DB MATH. SPiC. — 1892. 1. 
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stanciée sur ce sujet, je dois renvoyer le lecteur aux mémoires origi- 
naux (*), me bornant à donner Ténoncé du théorème fondamental de 
M. Garvallo, théorème qui permet de reconnaître a quels caractères 
certains on est arrivé au résultat que nous venons d'énoncer. 

1. — Poiir que les racines ap et otp+i du polynôme 

f (x) = x"» 4- Aix"*~* + ... -hApx"*~^4- ... -4- Am, 

/A .A* 
soient séparées (**),«/ faut et il suffit que l —^ — j soit négligeable devant 

1 ^ 



\ Ap-i / 



pour toutes les valeurs de k et de 1. Le. polynôme f(x) se sépare 

ip—i/ 
alors en deux fragments. Le premier^ obtenu en supprimant les termes qui 

suivent A , donne les p premières racines. Le second fragment ^ obtenu en négli- 
geant les termes qui précèdent A , donne les m. — p dernières racines. 



AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

(Concours de 1891.) 
llolation par M. G. MéténikR) professeur au Collège de Saint -Flour. 



Étant donnés un triangle ABC et deux points V et Q situés dans 
son plan, on considère les œnigues S qui touchent le côté CA en A 
et passent par les points P e/ Q ; on considère de même les 
coniques S' qui touchent le côté GB en B et passent par les points 
VetQ. 

i^ Soient M ef N les points d'intersection d'une conique S avec 
les droites GP et GQ ; M' et W les points d'intersection d'une 
conique S' avec les mêmes droites. Démontrer que la droite MN 
passe par un point fixe A^ et la droite M'N' par un point fixe B, , 
quand les coniques S et S' varient ; 

2^ En substituant le triangle GA^B^ au triangle GAB, dans la 

(*) Notamment aux articles cités et à la thèse originale, publiée chez 
Gauthier-Villars. 

(**) Le terme séparées, ici employé, peut prêter à confusion, étant pris 
habituellement dans un sens différent. Peut-être vaudrait-il mieux 
dire qu^une racine a es't détachée d'une racine 6, si, ce qui cons- 
titue Tapproximation d^ordre k, jugée suffisante, les premiers chiffres 
à gauche de a sont de Tordre lo^, lo'*-^ ... io'*~*; tandis que les 
premiers chiffres de b sont de Tordre lo'^"^""*, io'*-*-2 . . . 
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définition des deux séries de coniques, on obtiendra deux nouveaux 
points A, , B, et ainsi de suite. Trouver r équation de la droite AnBn, 
et chercher sa position limite, quand n devient infini ; 

5® On suppose que les coniques S et S' varient de manière que 
les deuxièmes tangentes menées du point G à ces courbes soient 
conjuguées harmoniques par rapport aux droites GP et GQ; 
trouver, dans celte hypothèse, le lieu du point d'intersection des 
polaires d*un point donné H, par rapport à ces coniques; 

4® Lorsque les conique S et S' varient en restant tangentes, 
trouver le lieu de leur point de contact. 

1. — Quand les trois points G, P, Q sont en ligne droite, la 
droite MN, ainsi que la droite M'N', se confondent avec la 
droite PQ. Il en est de 
même des droites GP 
et GQ qui se confondent ' 
avec PQ, en sorte qu'il 
n'y a pas lieu, dans ce 
cas, de se poser les 
trois premières parties 
duproblème. Nouspour- 
rons donc supposer que 
les trois points G, P, Q 
en sont pas en ligne 
droite, en nous réservant 
d'examiner ce cas par- 
ticulier. 




Fig.4. 



Prenons le triangle GPQ pour triangle de référence. Suppo- 
sons que les côlés GQ, GP et PQ aient respectivement pour 

équations 

X = o, y = o, et z = o. 

L'équation d'une conique quelconque passant par les points 

P et Q sera 

az^ -h 2byz ■+■ ib'xz + 2b''xy = o. 

Soit y = mx l'équation de la droite GA. En exprimant que 

la conique est tangente à cette droite, on trouve la condition 

(bm -4- b'y = 2ab"m. 

Les coordonnées du point de contact doivent satisfaire à 
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réquation 

az + {bm + b')x = o. 

z 
En appelant — p la valeur de - qui correspond au point A 

M/ 

on a 

bm -h b' = ap. 

L'équation de la conique devient 

maz* + 2{ap — b')yz 4- 2Vmxz + ap^xy = o. 

Désignons par fx un paramètre arbitraire, posons - = (jl, et 

nous aurons définitivement, pour Téquation d'une conique S : 
mz* + 2(p — [x)yj5 -h 2\iMxz + p^xy = o = S. 
Si réquation de la droite GB est y = m'a;, que — p' soit la 

valeur de - qui correspond au point B, on aura de même, pour 

réquation d'une conique S' : 

m'is" + 2(p' — (x')yz + 2iffm'xz -4- p'^xy = o = S' 
en appelant fx' un nouveau paramètre arbitraire. 

Considérons la conique S. Elle rencontre GP et GQ en des 
points M, N qui ont respectivement pour équations ; 
y = o, mz-h2u.mx = 0j et a? = o, mz-\-2{p — ^)y = o. 
La droite MN, passant par ces deux points, a pour équation 

mz -4- 2py -4- 2[i.{tnx — y) = o. 
Elle passe donc par le point fixe A| dont les coordonnées satis- 
font aux équations 

mz + 2py = o, mx — y = o. 

La dernière exprime que ce point est situé sur la droite G A 
et elle réduit la première à : 

z + 2pX = O. 

Ainsi; on passe du point A au point A^ en changeant simplement 
p en 2/). On prouverait, de même, que la droite M'N' passe par 
un point fixe B| dont les coordonnées satisfont aux équations 

y = m'Xj z + 2j»'x = o. 

2. — Il résulte, de la remarque qu'on vient de faire, que le 
point An sera défini par les équations 

y = fiur, z + 2**pa? = o; 
et le point B», par les équations 
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y = m'a?, z -h 2^p'x = o. 
Une droite passant par ces deux poiats aura pour équation 

z + 2^PX -h 2^^ =- (U — WUC) = O. 

m — m 
Divisons par 3*^, puis faisons n infini; et nous avons, pour 
équation de la droite limite : 

iP' — P)y + (jP^' — P'wi)a? = o. 

3. — Une droite passant par le point G a pour équation 
y = olx. Si elle est tangente à la conique S, 

[(P "■ f^)* + ^î^]' — />'"** = o. 
On supprime la racine a = m de cette équation, et Ton trouve 
ensuite: 



WlUL* 



a = 



ip - 1-)' 

Soit, de même, y = px Téquation d'une tangente menée de 
G à S', et autre que GB : 



6= ^V» 



(P' - \^r 

Ces deux tangentes seront conjuguées harmoniques des 
droites GP et CQ si a -h p = o, ou bien 

n^L^p' — fx')* -+- mV*(P — (J^)* = o- 
Gette équation se décompose dans les deux suivantes : 

(1) Ap' - î^')v/^ + fx'(p - [x)v/ - m' -= o, 

(2) fx(p' - fx')v/m - fx'(p - {/.)v/ -m! = o. 

Soit a^o, t/o> -^0 ^6S coordonnées du point H. Posons, pour 
abréger récriture : 

^oV + Vo^ = X» a^o^ 4- ZoO; = Y, x^y 4- yo^ = Z. 
Prenons les polaires du point H, par rapport à S et à S'; et 
nous trouverons facilement que les équations de ces polaires 
sont : 

(3) 2(mY — X)[ji -h p*Z -+- 2pX 4- 2mZf^z = o, 

(4) 2(mT - Xy + p'^Z -h 2p'X + 2m'^o^ = o. 
Ghacune de ces équations représente un faisceau de droites 

passant par un point fixe. On a ainsi deux faisceaux F, F' ayant 
chacun pour sommet, le premier un point K, intersection 
des droites «lY — X = o, p*Z -+- 2jpX -h 2mzQS = o; le 
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second un point K', intersection des droites m'Y — X = o, 
p'*Z + 2jo'X + 2m'zQZ = o. Les paramètres u et ja' satisfaisant 
à Tune des relations homographiques (1) ou (2), on voit que 
les faisceaux F, F' sont homographiques dans les deux cas. 
Dans chaque cas, le Heu cherché, qui résulte de l'intersection 
de deux rayons homologues des faisceaux F, F' est donc une 
cooique. Ainsi, le lieu se compose de deux coniques. On 
aura la première conique en éliminant (x et [l entre (1), (3) 
et (4), et la seconde conique en éliminant de même fx et (x' 
entre (2), (3) et (4). Ces éliminations se font immédiatement. 
On voit que les coniques ne seront réelles que si m et m' sont de 
signes contraires, c'est-à-dire si les droites GA et CB ne sont 
pas toutes deux dans l'angle PGQ, ou toutes deux extérieures 
àcetans^le. 

4. — On exprimera que les deux coniques S et S' sont tan- 
gentes en écrivant que leur équation en X a une racine double. 
Cette équation est : 

(5) 
(;)«-Xp'«)[(p«-Xp'«)(m-XmV4(m|x-XmV)[p--|x-X(p'--(i/)]]=o. 
Elle se décompose en : 

p« - X/)'» = o = R, 

-4-m(p— 2(xj*=o=V. 
L'équation en X admettant une racine double, si X est la 
racine double, les coordonnées ce, y, z du point de contact 
des deux coniques S et S' devront satisfaire aux équations : 

/g) ^ ^ y ^ ^ 

p - {X - X(p' - [x') ir(x — Xm'fx' p" - Xp'» 
qui expriment que x, y, z sont les coordonnées du centre du 
couple double de sécantes communes. 

Si nous considérons la racine de R = o, elle sera racine 
double de Téquation en X, si elle satisfait aussi à l'équation 
V = o. L'équation (o) montre que, dans ce cas, il faut qu'on 
ait mfx — Xm'fx' = o, ou bien jd — (x ~ X(p' — jx') = o. D'après 
les équations (6) on aura, dans la première hypothèse, y = o, 
3 = o; et le lieu se réduit au point P. Dans la seconde hypo- 
thèse, on aura a; = o, a =- o; et le lieu se réduira au point Q. 
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Si nous écartons ces cas particuliers, la racine double de 
réquation en X sf*ra racine double de Téquation V ~ o, et l'on 
aura : 

Cette équation se décompose en deux autres : 

G) 

m/)'*-hm'p*--4m/3'(x--4w'/>[x'4-4(?n+iii')[x|ji.'+2(p -2|ji.)(p'— 2fii') . 

(8) 
mp'* + w p» — 4mjp'[jL — 4w'pfx + 4(7» -h w')fx[ji.' — 2 (p — 2 |x) (p' — 2 |x') 

yjmm' = o. 
L'équation V = o se réduit à : 

(9) 
2fii'(p'— 2[x')'X--fm/)'*4-w'/)* -- 4wp'jx— 4»w'p(jL'-h4(m4-m'juL(jL']=o 

laquelle donne la valeur de la racine double X. 

Représentons par - chacun des rapports (6), et considérons 

p 
les équations simultanées (6), (7) et (9) : 

p - |x - X(p' - [/.') = pa?, 

p* — Xp'* = — 2p^. 

X(p' — 2[jl')/»i' + 0> — 2|x)v/m = o. 
L'équation (1) ne figure pas dans ce groupe; mais, on en a 
tenu compte pour réduire Téquation (9). De ces quatre équa- 
tions on pourra tirer p, X, [a et ut.' en fonction de o;, y et z. On 
trouve : _ _ __ 

iiO) (Jm^-hlm) — P ( ^rn'x-hp'y){\lrn^M-hn^(p'yJm-^pylm')^y{^ 

2 s(yim' ■+■ \[m)\Jm' -h p'{x)Jmm' 4- y) 

_p B 

iiAs ( /-7. /—\ , p' (2maH-py)(>/w'-h/w)+ma;(p'>/m+Ww')-fy(p— p')>/m 

(11) (s/m -+Vm;it = -- . --p= 7=77= . . — : 

^ 3(>/m +\/mJvm4-p\a:vmm'-f-y) 

— Ç!.A. 
"■ 2* A'* 

Les équations B = o, B' = o représentent deux droites pas- 
sant par le poiut donné B, car elles sont vérifiées par 
^ = — p'aj, y = m'a?. De même, les équations A = o, A' = o 
sont vérifiées par z = — px. y = mx : elles représentent deux 
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droites passant par le point A. Les équations (10) et (il) sont 
donc les équations de deux faisceaux de droites ayant respec- 
tivement pour sommets les points fi et A. Comme [jl et [ji 
satisfont à la relation homographique (7), les deux faisceaux 
sont homographiques ; et le lieu des points d'intersection de 
deux rayons homologues est une conique passant par les 
points A, B. On obtiendra immédiatement l'équation de cette 
conique en remplaçant p. et fx', dans (7), par les valeurs 
tirées des équations (10) et (11). On reconnaît sans peine que 
réquation de cette conique est vérifiée quand on a simulta- 
nément (s = G, 0? = o) ou bien (js = o, j/ = o). Donc la 
conique passe par P et Q. 

Si, aux équations (6) et (9), on associe l'équation (8), au lieu 
de (7), on obtient une seconde conique. Du reste on passe évi- 
demment des formules du premier cas à celles du second, en 

changeant le signe de yjw! par exemple ; en sorte que, pour 
avoir l'équation de la seconde conique, il suffira de changer le 

signe de \/m' dans l'équation de la première. Cette seconde 
conique passe de môme par les quatre points A, B, P, Q. On 
voit, en outre, que les deux coniques sont réelles si m et m' 
sont de même signe, et imaginaires dans le cas contraire. 
Donc, si le lieu visé dans la troisième question est réel, le 
lieu cherché dans la quatrième question est imaginaire; et 
inversement. 

Reste à examiner le cas où les trois points C, P, Q sont en 
ligne droite. On prendra pour triangle de référence le triangl** 
ABC; on désignera par y=ma5 l'équation de la droite PQ; 

X 

par 'P ^iq les valeurs de — qui déterminent, sur cette droite, les 

z 

points P et Q; et en appelant [jt. et [x' deux paramètres arbi- 
traires on aura sans peine les équations des coniques S et S' : 

S = mfjuc* -4- pgmz* — (p -+- q)mxz -h (i — i>.)xy = o, 
S' = [ty* -h pqmz* — (p H- g)yz H- (i — m\tf)xy = o. 

Les calculs sont ensuite les mêmes que précédemment, mais 
un peu plus simples. L'équation en X admet une racine égale 
à l'unité, qui correspond aux points P et Q. L'équation 
V = o devient : 



; 
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pg{i — mfjL')*X« + [(p« 4- q^)(î — [a — mfx') + ajDçmjxfx'JX 

H-joqf(i-.{x)« = o. 
On trouve facilement que le lieu se compose de la droite 
représentée par z = Oy c'est-à-dire de la droite AB, et d'une 
conique qui a pour équation 

2pqmz^ -h 2xy — (p H- q){y -h inx)z = o. 

5. — Remarqtie sur la première question, — On peut obtenir 
les points fixes A^ et B^ très simplement. On a en effet (fig. 4), 
un quadrilatère PQMN inscrit à la conique S. La droite 00' 
est la polaire du point G par rapport au système des droites PQ 
et MN ; c'est aussi la polaire de G par rapport à la conique S. 
Donc les droites GO, KO, AO et A^O forment un faisceau harmo- 
nique, et le point Al est le conjugué harmonique deK par rap- 
port à G et A; c'est donc un point fixe. De même pour B^. 

Remarque sur la quatrième question. — Projetons la figure, de 
façon que les points P, Q aient pour projections les points 
cycliques du plan de projection. 

Les points A, B, G se projettent en A', B', G'; les coniques 
S deviennent des circonférences S^ tangentes, au point A', à 
C'A' ; et les coniques S' des circonférences Si, tangentes au 
point B' à G'B'. Le cercle Si est tangent au cerclp S' en un 
point M', projection du point de contact M des coniques S et 
S'; la tangente commune T à S et S' en M, se projette suivant 
la tangente commune T' en M', k Si et S|. Proposons-nous de 
trouver le lieu du point M' et l'enveloppe de T'. 

Transformons la figure par inversion, ep prenant le point A' 
pour pôle d'inversion. La transformée de S^ sera, (fig. 2), une 
droite Sj parallèle à G' A'; la transformée de G'B' sera une cir- 
conférence fixe passant par A', et la transformée de Si une 
circonférence variable S2, tangente, en un point fixe B^, à la 
circonférence 0. Le point M' aura pour transformé le point M" 
011 S, touche S^. La droite a>M'' est perpendiculaire à G' A'. 
Menons OD perpendiculaire à G' A', elle sera parallèle à wM". 
Les triangles isoscèles DOB^ et M'^taB^ sont équiangles ; 
et les trois points D, B^, M*^ sont en ligne droite. Le lieu du 
point M" est donc la droite fixe B^D. Il est clair qu*on peut 
aussi considérer une seconde tangente parallèle à G' A' et 




18 JOURNAL DB MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

touchant Sa en M'", extrémilé opposée à M' du diamètre wM'. 
Le lieu de ce point M"' sera, de même, la droite fixe B^D'. Ainsi 
le lieu du transformé de M' se compose de deux droites rec - 

tangulaires pas- 
sant par Bj. Donc 
le lieu du point M' 
se composera de 
deux circonféren- 
ces G, G', passant 
par les points A', 
B', et s'y coupant 
à angle droit. Il 
en résulte que le 
lieu du point de 
contact M des co- 
niques S et S' se 
compose de deux 
Aj coniques passant 
Fig.2, par les quatre 

points A, B, P, Q, telles que les tangentes au point A forment 
un faisceau harmonique avec les droites AP et AQ, et les tan- 
gentes au point B un faisceau harmonique avec les droites BP 
etBQ. La transforméede T' est une circonférence variable Tl, 
tangente, en M', à S^ et passant par le point A'. Gomme Tangle 
B^M^S, est constant la circonférence Tî coupera la droite fixe 
B,D sous un angle constant. Si nous repassons à la figure pri- 
mitive, nous en concluons, que la tangente commune T' coupe 
la circonférence G, lieu du point M', sous un angle constant. 
Donc Tenveloppo de T'est une circonférence K concentrique à 
G. La transformée de T' pouvant être aussi une circonférence 
passant en A' et tangente en M" à la parallèle menée, par ce 
point, à C'A' on voit que Tenveioppe de T' se composera de 
deux circonférences, Tune concentrique à G, l'autre concen- 
trique à G'. L'enveloppe de la tangente commune T à S et S 
en leur point de contact M, se composera donc de deux 
coniques passant par les points P, Q, et telles que chacune, est 
tangente en ces points, à la conique correspondante, lieu du 
point M, 
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EXERCICE ECRIT 



51. — On donne une parabole P. Une autre parabole Q, 
mobile, a pour axe une droite fixe À, perpendiculaire à Taxe 
de P, et touche P en un point variable M. 

Abstraction faite de ce point M, P et Q se coupent en deux 
points situés sur une droite o. 

1* Trouver l'enveloppe de 8. 

2^ Le lieu des points oii S coupe la tangente, en M, à P. 

Notes sur rezercioe 50. 

J^ai proposé cet exercice pour trouver ainsi l'occasion de faire connaître 
un très élégant théorème dû à M. Gavallin (*) : 

Une circonférence ûk passant par le centre dune hyperbole équilatère H, coupe 
cette courbe avan points A, B, G, D. Démontrer que la circonférence A', cir" 
conêcrite au triangle formé par les tangentes aux points A, B, G, passe par le 
centre de H, et que le centre de A' est le point de H diamétralement opposé 
èD. 

On peut démontrer cette proposition de la manière suivante. 

Prenons pour axes les asymptotes de IL L'équation de cette courbe 
est alors 

xy = m* ; 
et en posant 

^ — ^ — / 
m~~ y ~ ^ 

on peut dire que le paramètre t détermine la position d'un point M, sur 
la courbe. 

Soient tj, t^^ £3, t^ les paramètres respectifs qui correspondent aux points 
A, B, G, D ; nous cherchons d'abord les deux relations que vérifient ces 
paramètres. Les droites AB, GD ayant pour équations : 

î/ — fcc — n = 0, y — ft'a? — n' = o, 

nous allons écrire qae 

{y — Afj? — n){y — k'x -- n') -4- X[xy — m') = o, 
représente une circonférence passant par 0. 
On a donc 

(1) wn' = Xm% kk'=ï, \ = k + k\ 

D'ailleurs, les abscisses des points A, B sont les racines de 

tec' + nx — m* — o. 
On a donc 

J*» <,<.= -!. «,+^=-;^- 

(*) Educational Times, numéro d'octobre 1891. 
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On trouve, de môme, 

(3) hh = - -» t, -t- ^4 = — 



M.= -^. 



n 



mk' 



Des relations (1), (2), (3), on déduit : 
(A) t^t^tj^ = i, [t,^ ^)(^ + t^) + t,t^ -h hh = o. 

Gela posé, considérons les tangentes aux points A, B, qui se coupent 
en G'« Elles sont représentées, respectivement, par 



X 






/g 

- -h ^y = 2m. 

h 



Par suite les coordonnées x^, y^ de G, sont : 

^1^ am 



(B) 



x^=2m 



2/o = 



Le point D', diamétralement opposé à D, a pour coordonnées : 

Si, deD', nous abaissons, sur OG', la perpendiculaire OK; les coor- 
données de K vérifient les égalités 
ytiU = oc, 

y -h 'p = — t^x H- mQ. 

L'abscisse de K, Xi, est donnée par 
la formule 

'^> ^'('■''■^) — KJ + '■'''*)• 

D^autre part, les égalités (A) donnent, 
par élimination de t^y 

ou (*.4-y(e.+^-^^)=-(M,+4)' 

Des formules (B), (G), (D) on tire 

Ainsi K est le milieu de OG'. Le théorème de M. Gavailin est la con- 
séquence manifeste de cette remarque. 

Si nous revenons maintenant au lieu géométrique proposé ; ayant mené 
DI tangente à A', on voit : !• que 01 = OD', 2» que D'OI est un angle 
constant égal à GO®. Le lieu cherché est donc constitué par Tensemble 
de deux hyperboles équilatères, égales à la proposée et qui s^obtiennent 
en faisant tourner celle-ci, dans les deux sens, de 60", autour de son 
centre. 
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QUESTIONS D'EXAMENS 

I. — Étudier la série 

X X* X" 

1 h ... H h . . . 

II II 

I-h- IH 1-... + - 

2 2 n 

Supposons d'abord x = i . En posant 

I 
Un = '■ — > 

1 I 

I H h ... 4- - 

2 n 

n 
on a nun = » 

1 I 

I H h ... + - 

2 n 

et, par conséquent, 

n 
nUn > : 

I 4- I H- . . . + I 
OU nwn > I . 

La série est donc divergente pour œ = i ; et, a fortiori^ pour 
a; > I. 

Supposons maintenant x <. i • On a 

n^Un = > 

1 I 

I H h .. . 4- - 

2 n 

d'oîi n'*w„< ♦ 

i I I 

- H h . .. 4- - 

n n n 

ou n^Un < n*âj**. 

Or pour n = 00 , a; élant plus petit que i , 

Lim n^ac" = o. 
Donc Lim n'^Un = o. 

La série est convergente. 

H. — Étant donnée une parabole P; en un point M, mofrite sur P, 
on mena /a normale. Elle coupe, en N, Vaoce de P, 6/ Ton prend MI 
= MN. 

/** Quel est a priori Ze degré du lieu décrit par le point I? 

2^ Montrer géométriquement que ce lieu est une parabole P'; 

^ On fait 8ubir à P une translation égale à p, vers la gauche^ 



2i 
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parallèlement à Vaxe. Quelle est la propriété de la parabole ainsi 
transportée^ relativement à F? 
En déduire Véquaiion de P' (*). 

/" Le point symétrique de I, relativement à Ox^ appartient au lieu. 
Celui-ci est donc au moins du second degré. 
En considérant un autre point du lieu, tel que l\ il est facile de yoir 

que ir n'est jamais per- 
X pendiculaire à Ox. 

En efiet on a 
NA = AB = MR=p. 
Ayant mené, par les 
points I, T; M, M', des 
parallèles aux axes, on a 
1H = MK. rH'=2M'K; 
et, par suite, 

tg a = 2 tg 9. 
L*angle ^ n^étant jamais 

égal à -9 sauf le cas où 

M' est confondu avec M', 
on voit, finalement que 
sur IB il y a deux points 
de la courbe cherchée; 
et deux points seulement. 
En observant que Tun 
des sommets de la coni- 
que est à rinfini sur oo; on 
voit, en môme temps, que 
le lieu est une parabole. 
^* et 3*, — Gomme MR = p, les coordonnées X, Y de I se déduisent des 
coordonnées a;, y de M, par les formules 

œ = X -4- p, 2î/ = Y. 

L'équation du lieu P', décrit par I est donc 

Y* = 8i)(X -f- p). 
La normale au point I, à P', n*est donc pas IN, mais la droite qui va du 
point I au point symétrique de B, relativement à N. 




QUESTION 283 

Solation par un Abonné. 



Résoudre complètement Véquation 

(x» — 3qx -h p' — 3pq)* — 4(px -h q)« = o. 

(E. Catalan.) 

(*) Cet énoncé est emprunté au recueil publié par la librairie Groville- 
Morant {Examens d'admûsion, 1891 ; p. 49)* On demandait aussi de démon- 
trer que NI est normale à P'; mais cette proposition est inexacte. 
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Cette équation peut s'écrire 

(a? + p)*((x + p)* — 3(px + q)Y — ^{px + qy = o. 
Si l'on pose 

(1) (x -h pY = zpx + q) 

elle devient, en divisant par (px +ç)' 

^(<2 — 3)» — 4 = o, ou (-« — i)'(^ — 4) = o. 
Transportant dans (i) la racine double ^ = i, puis la racine 
simple ^ = 4, on obtient immédiatement 

x,,x,= --±y^q^—. 

racines doubles; _ 

a;,, a:^ = p ± 2 y/g, 
racines simples. 

On a donc les six racines demandées. 

Nota. — Solution analogue par MM. Bohn, maître-répétiteur au coUège 
de Gompiègne; Yictordc&trékaloft, à Saint-Pétersbourg; Ignacio Beyens 
capitaine du génie à Cadix. 

QUESTION 301 

Solution par M. B. Sollbrtinsky 



Les coniques tangentes à une même hyperbole^ et telles que pour 
chacune d'elles, les asijmptotes de cette hyperbole forment un sys- 
tème de diamètres conjugués, sont des ellipses. Ces ellipses sont 
équivalentes. Elles interceptent , sur deux diamètres conjugués 
quelconques de Vhyperbole, des longueurs proportionnelles. — 
Démonstrations géométriques, (A. Tissot.) 

Soient : OA, OB les asymptotes de l'hyperbole donnée; 
AB, A'B' deux tangentes parallèles; M, M' leurs points de 
contact, points milieux de AB, A'B'. 

Si la conique F qui est une ellipse pour des raisons évi- 
dentes, touche l'hyperbole en M, elle la touche aussi en M'. 
Les mileux N, N' des segments BA', AB' appartiennent aussi 
à r. Il suffit, pour le reconnaître de projeter la figure de façon 
que l'ellipse devienne une circonférence. 

L'aire de F est égale au produit par tu, de l'aire NOMB. Or 
cette aire NOMB est égale à celle de OAB qui, comme on sait, 
est constante* 
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2® Soient: OD, OD' deux diamètres conjugués de l'hyper- 
bole; G le point d'intersction de OD avec l'ellipse F; CC la 
corde de F parallèle à DD'. On sait que le segment DD' est 
parallèle à Tune des asymptotes et divisé en deux parties 
égales par l'autre. Mais cette dernière asymptote doit aussi 
passer par le milieu de GG^ Donc 8 est sur OD' et on a 

OG : OD = o(X : od'. 



QUESTIONS PROPOSEES 



334. — Gonstruire un cercle tangent à une droite donnée 

et bi-tangent à une conique donnée. 

(A. Tissot.) 

335. — On considère une ellipse (E) et une droite (D) per- 
pendiculaire à l'une des diagonales du rectangle des axes. 
D'un point M de la droite D, on abaisse des normales à l'ellipse 
Monlrer que le quadrilatère des pieds des normales est un 
trapèze dont les bases sont parallèles à une diagonale du rec- 
tangle des axes. 

Lorsque le point M se déplace sur la droite D, les côtés non 
parallèles et les diagonales du trapèze enveloppent une hyper- 
bole équilatère, et le lieu des pôles de ces droites par rapport 
à l'ellipse est aussi une hyperbole équilatère. 

(E. h, Barisien.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



ISiPRIUERIE CENTRALE DBS CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BEROiRE, SO, PARIS. « 27454H3-91. 



JOUBIIAL DK MATHÉIUTIQUES SPtfCIALBS 2S 



CONTRIBUTION A L'ETUDE DES CUBIQUES 

Par M"* ITevVe F. Prime. 

{SuUe^ voir p. 3.) 



6. — Les tangentes aux cubiques Q, Q', aux sommets du 
triangle de référence, ont pour équations : 

loi = mp = ny, 
pour les tangentes à la cubique Q, et : 

- = i = I 
7 m n* 

pour les tangentes à la cubique Q'. 

Les premières concourent au point vii et les autres au point 

XiS^. Il en résulte que : 



Les tangentes à deux cuM- 
ques réciproques^ à chaque som- 
met du triangle de référence^ 
sont des droites isotomiques. (*) 



Les tangentes à deux cuhir 
ques inverses, à chaque sommet 
du triangle de référence, sont 
des droites isogonales. 



7. — En faisant successivement a = o, p = o, y = o, dans 
réquation : 

Q s: 2- /a(p« - Y«) = o, 
on trouve que la cubique Q coupe les côtés du triangle de 
référence aux mêmes points A,, B„ G, que les droites : 

- = £.= J. 
l m n 

Ces droites sont précisément celles qui joignent les som- 
mets du triangle de référence au point vi^. 

De même, la cubique Q' rencontre les côtés du triangle de 
référence aux mêmes points A^, B|, C^ que les droites kxii, 
Bvii, Gd^; il résulte de là que : 

(*) Deux droites, issues d'un môme sommet du triangle ABC, sont isoto- 
miques quand elles coupent le côté opposé en des points isotomiques. 
(Vigarié, loc. cit.) 
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Deux cubiques réciproques 
coupent chaque côté du triangle 
de référence en des pwnts iso- 
Umiques, 



Deux cubiques inverses cou- 
pent chaque côté du triangle de 
référence en des points isogo- 
naux. 



Ce résultat, rapproché de celai qui a été obtenu au n^ 6, 
montre que les cubiques réciproques (inverses) présentent, à 
la fois, les caractères des transversales et des coniques réci- 
proques (inverses) ; comme ces transversales, elles coupent 
chaque côté du triangle de référence en des points isotomiques 
(isogonaux) et, comme ces coniques, elles ont pour tangentes, 
à chaque sommet du triangle de référence, dos droites isoto- 
miques (isogonales). 

8. — Il résulte, des égalités 

B(A,GAGe) = k(Afivific) = - I , 
C(A,GAG6) = A(A,Girf,Gb) = - i, 

que les coniques GABGeA^, GAGGbA^ sont tangentes au point 
A à la cubique Q et y admettent, pour tangente commune, la 
droite AjuS^. 

On voit par là que si une conique est circonscrite au qua- 
drilatère BGGGa, les tangentes aux points B, G, et les droites 
qui joignent ces points aux points d'intersection de la conique 
avec les côtés AG, AB sont des droites isotomiques. 

Observons que le lieu du pôle de BG, par rapport à la 
conique BGGGa, est la droite GbGc; cette droite est aussi le 
lieu du point d'intersection des droites qui joignent les points 
BfGaux points où la conique coupe les côtés opposés du triangle 
de référence. En outre, la droite qui joint les points d'inter- 
section de la conique avec les côtés AG, AB passe constam- 
ment par le milieu de BG. 

Dans le cas des coordonnées normales, les droites isoto- 
miques deviennent isogonales; G devient le centre I du cercle 
inscrit; Ga, le centre la du cercle ex-inscrit situé dans l'angle 
A; le point milieu de BC, le pied de la bissectrice intérieure 
issue du sommet A; et GtGc, la droite Ibic qui joint les centres 
des cercles ex-inscrits, situés dans les angles B et G. 

Ges considérations, généralisées, permettent d'énoncer le 
théorème suivant : 
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Une droite mue du sommet A du triangle ABC coupe en Y le 
côté opposé BG et on prend sur cette droite deux points conju* 
gués harmoniques X,Xa. Alors^ toute droite m£née par Y rencontre 
les côtés AG, AB du triangle en deux points B\ G' d*une conique 
circonscrite au quadrilatère BXGXa/ et, lorsque B'C tourne 
autour de Y, le lieu des points d'intersection des droites XB', XaG' 
et XG', Xa^'est la droite conjuguée harmonique de AY dans V angle 
BAG. 

9. — Les résultats qui précèdent établissent qu'aux points 
réciproques 

ïrfi s /a = mp = ny, îrf, s y = £ = ï 

i m n 

sont associées : 
1® Les transversales réciproques : 

a B Y 
A s: fa 4- mS -h wy = G, A' s - -h — -H - = o; 
^ ^ l m n 

2<^ Les coniques réciproques : 

„ l m n X., ï 

r=:-4---h- = o, r=- 

a p Y ta. 

et 3^ Les cubiques réciproques : 

a p Y 



I I _ 

m^ ny 



Q = 



I I I 

â p Y 
l m n 



= o, Q' s 



o. 



a p Y 
I I I 

a p Y 
I I I 

l m n 

La présente Note a pour objet Tétude des propriétés de ces 
cubiques. 

10. — Si Ton observe que Téquation 

a p Y 
I I I 

a p Y 
l m n 

de la cubique Q représente la condition que doivent vérifier 

les coordonnées a, p, y;- > -? - de deux points réciproques 

pour que ces points soient en ligne droite avec le point de 
coordonnées /, w, n; on peut énoncer les théorèmes suivants : 



= o, 



28 



JOURNAL DE MATHÉMATIOUES SPÉCIALES 



Si la droite qui joint deux 
points réciproques passe con- 
stamment par un point fixe, ces 
points décrivent la cubique as- 
sociée à la droite harmonique- 
ment associée au point réciproque 
du point fixe. 



Si la droite qui joint deux 
points inverses passe constam- 
ment par un point fixe, ces 
points décrivent la cubique as- 
sociée à la droite harmonique- 
ment associée au point inverse 
du point fixe. 



11. — Or, Ja droite qui joint deux points réciproques a, 
pour transformée par points réciproques, une conique circon- 
scrite au triangle de référence et passant par ces deux points; 
par conséquent toute droite d, qui passe par zrf, [ou îrfj, déter- 
mine, sur la cubique Q (ou QV, deux points réciproques P^, P, 
situés sur une conique circonscrite au triangle de référence^ et pas- 
sant par îrfi (ou irfjj. 

Il résulte de là que : 

On peut encore considérer la 
cubique Q comme le lieu des 
points dHntersection d'une droite 
qui tourne autour d'un point 
fixe et de la conique circonscrite 
au triangle de référence dont la 
droite est la transformée '^ar 
points réciproques. 



On peut encore considérer la 
cubique Q comme le lieu des 
points d* intersection dHunje droite 
qui tourne autour d'un point 
fixe et de la conique circonscrite 
au triangle de référence dont la 
droite est la transformée par 
points inverses. 

Ce mode de génération permet d'établir, simplement, un 
grand nombre de propriétés des cubiques Q, en donnant à la 
droite mobile des positions particulières convenablement 
choisies. 

12. — Ainsi, en donnant à la droite mobile la position xi^ 
îrfj, on retrouve que la cubique passe par les points t^^^ irfj. 
Toute droite qui passe par vi^ rencontre donc la cubique Q 
en trois points dont l'un est le point îi^j lui-même ; lorsque 
la droite tournant autour de "ïrfj, se rapproche indéfiniment 
de la position îrfiTrfj, le second point d'intersection tend à se 
confondre avec le point îrfj. Il en résulte que la droite Tii^tà^ 
est tangente à la cubique Q au point vi^ et à la cubique Q' au 
point vii. 
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13. — Si Ton transforme ce résultat par points réciproques, 
les cubiques Q, Q' étant anallagmatiques, se conservent: la 
droite îrfiirfa devicînt la conique ABGxrfiirfa; ui^ passe en li,, et 
îrf, en îrfi. Par suite, la œnique ABCnSiTiSi ^sê tangente à la cubique 
Q au point vS^ et à la cubique Q' au point zS^ . 

14. — En donnant- à la droite mobile Tune des positions 
vifi, xrf,Ga, TiSfib, ïi^iGrc, comme chacun des points G, Ga, G^, Ge 
coïncide avec son réciproque, on yoii que les coniques ABGzS fi, 
ABGui fia, ABCxi} fiby ABGxi{fic sont tangentes à la cubique Q aux 
points G, Ga, Gb, Gc/ les tangentes communes en ces points sont 
les droites xjifi, ijifia, îrfjGb, TJific. 

De même : les coniques ABCnSfi, ABCzi^,Ga, ABCirfjGft, 
ABGxrfjGc sont tangentes à la cubique Q'aux points G, Ga, G5, Gc^t 
les tangentes communes en ces points sont les droites xaifi, vSfia^ 
trfjGb, vific- 

Pour avoir les théorèmes correspondants, dans le cas des 
coordonnées normales, il suffira de remplacer G, Ga, G^, Gc par 

15- — Lorsque la droite mobile coïncide av îc i^jA, la conique 
transformée par points réciproques, se réduit aux deux droites 
Axrfj, BG. Il en résulte que les droites Airfi, Birf,, Cviisont tan- 
gentes à la cubique Q; aux points A, B, G et cette cubique rencontre 
les droites Axrfj, Bxi^g, Gzrf, aux points d'intersection de ces droites 
avec les côtés BG, GA, AB du triangle de référence. 

De même : les droites Azrfj, Bxrf,, Gzrfj sont tangentes à la 
cuMque Q' aux points A,B, G et la cubique Q' rencontre les droites 
Azrfi, Bîrfi, Cîrfi aux points d'intersection des droites avec les côtés 
BG, GA, AB du triangle de référence. 

16. — Ge dernier résultat avait déjà été obtenu analyti- 
tiquement (n®^ 6 et 7), mais il était intéressant de le déduire 
du mode de génération géométrique de la cubique Q; et nous 
allons encore montrer que ce mode de génération permet 
aussi d'établir, très simplement, le résultat du n® 4. 

Les droites, qui engendrent les cubiques représentées par 



Q 



, =: 2-/,a(p« - f) = 0, Qa s: ^./^alp» - y") = o. 
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tournent autour des points : 

Les cubiques Qi, Q, se coupent donc sur la droite P^P,, aux 

points où cette droite est rencontrée par la conique dont elle 

est la transformée par points réciproques. 

(A suivre.) 



SUR LE BINOME DE NEWTON 

Par M. Ch. Michel, élève au Collège Ghaptal. 



1.- — Nous utiliserons, pour rétablissement de la formule 
de Newton, un théorème que nous démontrons plus loin direcr- 
tement, mais qui peut aussi être considéré comme le cas parti- 
culier du théorème suivant : 

Pour qu'une fonction homogène f (x^, x„ ... x„), du degré m, 
soit de la forme 

(^1^1 "^ agXj + . . . -4- anXrt) , 
il faut et il suffit que les dérivées d'un ordre quelconque soient 
proportionnelles. 

Considérons d'abord les dérivées premières. 

1® Lei conditions sont nécessaires. Si 

/ v*^!» «^2? • • • *^n) ^ (^1*^1 ~^" a^x^ + . . . + 0,f^n) y 
on a fg;^ ^:m{a^Xi + ^r^2 -h . . . + (inûJn)'*"'^^^! » etc. 

Ainsi, les dérivés premières sont proportionnelles. 

!2® Les conditions sont suffisantes. Si 

fxi /fl?} fx^ fûCn 

«1 «2 ^3 ^n 

fx, ^ifx, •+■ ^2fx, + . . . -H OCnf^ mf(Xi , CCj . . . aîn) 

ttj OL^X^ H- ajXj 4- . . . -*- a^-Tn ^iX^ + a,X, + . . . -f- a^^n ' 

et, par conséquent, 

ma/ s: (aiâîi + a,a?j -h ... 4- <inCOn)fxr 
Si nous prenons les dérivées, par rapport à Xi , des deux 
membres de cette identité, nous voyons facilement que 
Ton a 
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(m - i)a/;^ s: (cL^Xi + a,ac, -+-... -h anXn)fx, ; 
et ainsi de suite. Nous arrivons ainsi à une dernière identité 

(m - m + ihif^^ =: {a^x^ -+- a,a;, -h ... -h a^oJn)/'^ , 
/"J^ étant une constante, puisque /"est du degré m en Xi. 
Multiplions toutes ces identités membre à membre; il vient 

ce qui établit la proposition pour les dérivées du premier 
ordre. 

2. — Nous allons montrer maintenant, en généralisant la 
remarque précédente, que la fonction f aura la forme consi- 
dérée, si les dérivées d'ordre p(p < m) sont proportionnelles. 

Les conditions citées sont évidemment vérifiées si 

f s: (a^Xi -f- . . . -4- a^iTn)"*. 
Montrons les propositions réciproques. 
La fonction /^*^ ayant, par hypothèse, ses dérivées propor- 
tionnelles, on a 

etc. 

3. — Nous indiquerons une application de ce théorème. 
D'après ce qui précède : 

Pour qu'un polynôme rationnel et entier soit de la forme 
A(x H- a)**, il faut et il suffit qu'en le rendant homogène en x et z, 
les dérivées premières, prises par rapport à chacune des variables, 
soient proportionnelles. 

La proposition directe est évidente, et la réciproque peut 
encore s'établir de la façon suivante : 

Soit le polynôme f{x), de degré m, rendu homogène en x et z. 
Si f:{x,z)saf:(x,z\ 

on a (a? -h az)f'J^XyZ) s: xf'^{x, z) -f- zf',[Xy z) as mf(x, z), 
d'après l'identité d'Euler. 

Faisons z égal à i; le polynôme /'(a;) est divisible par sa 
dérivée /*'(») ; par suite, d'après la condition connue, il se pré- 
sente sous la forme 

A(x 4- a)**. 

Cette remarque étant faite, posons 
{x-hay* s: X"* 4- A^aj"*-* -h k^a^^ 4- ... -*- A, 



^m» 
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Nous avons 
f'^(x, z) s: AiX"*-* + 2AjX"*-2 4. ^ ^ ^ 4. j^i^^^ (pour z = i), 

et 

/'jJ(a?,2)smx**-*+(m— i)Aia5"*-2+ ...h-A,»«i (pourj5=i). 

Le lemnie établi prouve que 
A,_ 2A, _ 3Aj _ __ pkp _ _ mAw _ 

m ""(m— i)Ai"~(w— 2)A, **""(m— p+i)Ap«i * Ah»-i"" 

Nous en déduisons A^ = ma, 

A - ^^ ' A 

2 * 

_ m- 2 

"8 — ô tt.A,, 



_ m- p-i- 1 

Par multiplication il vient 

m{m — i)(m — 2) . . . (m — p + i) 

. . . p 

La formule du binôme se trouve ainsi établie. 



UN PROBLÈME DE GEOMETRIE RECURRENTE 

Par M. «iean llaseart, élève de l'Ëcole normale supérieure. 



Étant donné une suite de pentagones P_n, P-(n-i)> . • . > P-i » P© 
Pj, . . ., Pn-i, Pn, ... récurrents, de telle sqrte que fe« côtés de 
Pn soient les diagonales de Pn-i; on demandée la limite de P», n 
croissant indéfiniment. 

Soit Po le pentagone convexe AÎASASAJAs, j'appellerai Pile 
pentagone A^ASAgA^A^. 



JOURNAL DE MATHÉMÂTIQUBS SPÉCIALES 33 

i^^ Cas. — Le pentagone donné Po, est convexe. 

Soit Gq la conique unique, bien déterminée, telle que la 
polaire de chaque sommet de Po soit le côté opposé. Â^AS, par 
exemple, aura A? pour pôle. 

Les polygones P^ et P«i étant polaires réciproques par 
rapport à la conique Gq, plus généralement, P» et P--„ sont 




polaires réciproques relativement à cette conique. 

P« et Pin sont, de même, polaires réciproques par rapport 
à Go, conique associée à Po, comme G© Test à P^. Or, quelque 
soit Po, Pn et P^, P_n et P'_n ont, deux à deux, la même limite. 

Po étant convexe Pn et P'„ tendent vers un même point, pôle 
double de Gq et de G^, et dont la polaire F est la limite com- 
mune de P_„ et P1«. 

JOURNAL Dl MATH. SPiC. — 1892, 2. 
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D'ailleurs, Pi, P„ « . ., P. restent indéfiniment convexes et 
intérieurs les uns aux autres et. Pi étant intérieur à C«, ce 
pôle double sera intérieur à Cq; par suite, il est déterminé. 

2^ Cas. — P« at quelconque. 

Nous n'insisterons pas sur ce cas. Les limites sont encore, 
respectivement, un point et une droite. La seule ambi^îté, 
dans ce cas, tient à ce qu'on ne sait pas a priori si le point est 
la limite de P», ou celle de P.^. 

On observera qae la conique G/^ est imaginaire (à coefficients 
réels) tant que P^ est convexe. 

Chacune des coniques considérées, Q V^^ exemple, est 
déterminée par dix points et par les tangentes en ces points. 
En effet, les points d'intersection avec A^As sont, respective- 
ment, conjugués par rapport aux segments A5A3 et A2À4; ce 
sont donc les deux points doubles de l'involution déterminée 
par ces deux segments. Cette remarque est applicable à tous 
les autres sommets. 

Ceci démontre, en particulier, que toutes les droites ana- 
logues à AiX, A étant le milieu de [xv, concourent au même 
point, centre de Co. Si les points doubles [l{v^ sur A^ sont 
imaginaires, il n'en est pas de même du milieu de leur dis- 
tance \; la droite AÎXi et les quatre droites analogues con- 
courent aussi au centre de C^. 

On pourrait aussi s'étonner de voir P.^» tendre vers une 
droite, lorsque Pq est convexe. Mais cela tient précisément à ' 

ce fait que les polygones considérés ne tardent pas à cesser 
d'être convexes; C© devient alors réel. 

D'ailleurs, pour que le polygone en question ne cessât pas 
d'être convexe, il faudrait que sa limite fût la droite de l'in- 
fini. Dans ces conditions, les coniques Cq et Ci seraient con- 
centriques, ce qui exige, pour tous les sommets, la coïncidence 
des droites AjX, AjXj. Alors le pentagone est régulier; la solu- 
tion du problème que nous avons traité est manifeste. 

(A suivre.) 
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UN DEVOIR D'ÉLÈVE (*) 



Discuter V équation 

T 



/ax* 4- b: 



Pour opérer la discussion plussimplemdnt.je prendrai une 
courbe auxiliaire, en posant y* = y', d'oîi 



= x±yj' 



ax* -hbx-hc 



Si la seconde courbe est trouvée, il est clair qu'en prenant 

la racine ±/y', on aura la courbe cherchée, symétrique par 
rapport à Taxe des x. De plus, de la forme de la courbe auxi- 
liaire dépendra celle de la courbe cherchée. Voyons donc les 
relations qui peuvent influer sur 



< = x±^'. 



ttx'^'h bx 



X— d 

Cette courbe a un diamètre, qui est la bissectrice de Tanglé 
des axes, et nous aurons à porter, au-dessous et au-dessus, 
la quantité 

— ^ lax* H- 6a; + c 

de Y dépendent donc les diverses formes. 

En première ligne, nous mettrons le signe de a; car si a est 
positif, on pourra donner à x des valeurs infinies positives; 
on aura donc, à droite, deux branches infinies, tandis qu'il 
n'en serait pas de même si a était négatif, la courbe sérail 
limitée à droite et s'étendrait à gauche, indéfiniment. Les 
valeurs réelles inégales, égales ou imaginaires qui annulent 
le radical, influent sur la forme cherchée et, aussi, la grandeur 
de ces racines comparée à celle de d. 

(*) L'autear de la remarquable discussion suivante est M. Bouquet de La 
Grye, qui, en 1848, était mon élève au lycée Gharlemagne. Depuis cette 
époque, M. Bouquet est devenu membre de Tlnstitut, membre du Bureau 
des Longitudes : il a tenu ce qu'il promettait. ^ E. G 
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Nous commencerons donc par supposer a > o et les racines 
de ctx* + bx + c = o réelles ou inégales. Ce cas particulier 
donne naissance à trois variétés, selon que 

d<x'<x\ x'<d<x\ x<x''<d, 
x\ x' étant les racines de Téquation cwc* + ôa? -*- c = o. 

Cherchons les valeurs de 




OU de 



Ftflr. 4, 



^ /ax* -h bi 

=-v— ^ 



bx-h ex 
d 



(c e — x'){x — x") 
x— d 



Supposons d<x' Kx" (fig. /j. 

Je ne peux pas donner à x des valeurs plus petites que d 
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car les trois facteurs {x — a?'), (x — a;"), (x — d) seraient néga- 
tifs, Y serait imaginaire. Si Ton fait x = d -hh^ h étant très 
petit, on aura, pour Y, des valeurs très grandes, qui seront 
infinies pour a? = d; ce qui donne une asymptote parallèle à 
l'axe des y à une distance (i, soit HH' cette asymptote. A mesure 
que X s'éloignera de d et s'approchera de x\ la valeur de Y 
diminuera, elle sera enfin nulle pour x = a;', ce qui donne deux 
arcs de courbe HA, H'A. 

Becôk x", on ne peut donner des valeurs à x, car les valeurs 
de Y seraient ima- 
^naires ; mais on 
peut en donner 
au-dessus de x\ 
Pour X = x\ on a 
Y = o, et à mesure 
que X croit, les 
valeurs de Y crois- 
sent, ets'éloignent 
indéfiniment, ce 
qui donne donc 
deux arcs de cour- 
be BL, BL'. Main- 
tenant il faut 
extraire la racine 
carrée des valeurs 
positives des or- 
données en lais- 
sant de côté les 
valeurs négatives 
qui donneraient 
des valeurs imagi- 




Ft^. 2. 



naires, cela donnera naissance à trois branches, GDD',EFF', 
E'KK^ forme de la courbe représentée par la première variété. 
Cette forme se modifierait encore si la branche BL', de la 
courbe auxiliaire coupait, l'axe des x, car alors E'K et EF' 
aboutiraient à ce point, ou encore si BL' coupait l'axe des x 
en deux points, comme on le voit dans la fi^i . 2^ alors on aurait 
une seconde courbe entourée par la première LAL'. 
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Le second cas arrivera évidemment si les racines sont néga- 
tives, mais le premier n'arrivera pas, c'est-à-dire que la 
branche BL' (1) de la courbe auxiliaire ne pourra pas passer 
au-dessous des a; et y rester constamment, car faisons x = qo 
dans 

Après avoir multiplié et divisé par la somme, on aura 

X* — (d -h a)x* 



/ax* -*- bc 



^= / 

quantité infinie à la limite ; donc les branches EF E'K ne 




Fig. S, 

pourraient aboutir à un point de Taxe des x sans qu'il existât 
une quatrième branche enveloppée par les deux autres. 



L'équation donnée y* = x 



v^ 



— 3a: -*- 2 



(fig.3) rentre 



X -h y 
dans cette variété. Examinons ce cas particulier, nous aurons 



v/ 



(x — 2){X — l) 

X -\- y 



Nous ne pouvons donner à x des valeurs au-dessous de 
- 7 ; et en faisant croître x de — 7 à + i , on a les deux 
branches AM,AM'. De x = i kx = 2, on ne peut donner des 
valeurs à a;, mais on en peut donner de a; = 2 jusqu'à 4- oc» 
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les valeurs de y correspondantes seront infinies. 11 faut s'as- 
surer si la branche BN' ne coupe pas Taxe des x, pour cela je 
fais y = o. On a 



^ 4 / a?'- 3a?- 

V 03+7 



— 3a; H- 2 
0? dt 1/ = G, 



ou X* -h l3x* + lOX — 2 = 0« 

Cette équation a une racine comprise entre o et i , ce qui 
donne le point G (fig*3). Nous pouvons extraire la racine de Tor* 
donnée de la courbe; le point A lui appartiendra, car /i =5 i ; 
au-dessous de Tunité les valeurs sont plus grandes dans la 
courbe que dans l'auxiliaire^ mais au-dessus elles seront plus 
petiles. 

11 est clair que l'asymplote HH' et la tangente, en G, à la 
courbe sont perpendiculaires à Taxe des x. On peut vérifier 
ces résultats. Nous avons 

_ y* — 4y*x + 3aî* 4- 14^* — 16a? + 3 

^* "" y(4y*JC — 4 a?* — 28y* + 2&x) 

Pour y = o : tga = 00 , au point G la tangente est donc per- 
pendiculaire à Taxe des^o;. De mèmegour x= i , y= i tga=oo . 
De même pour a? = /^ ^^ a î/ = v/2; la courbe a bien la 
forme indiquée. 

Dans ce genre entrera aussi la courbe représentée par 



y« = a; ± i/ — 



— 3aj + 2 



X 

qui ne différera, de la précédente, qu'en ce que l'axe des y est 
asymptote au lieu de a? = — 7. 

Pour mieux déterminer cette courbe auxiliaire, nous allons 
cbercher les points oli elle coupe Taxe des x^ ce qui nous 
sera donné en posant x\x — 2) = — x* -+- a?, 
ou x' — a?* — a? = o. 

On trouve d'abord l'origine ce qui était évident a 
prioriy les autres valeurs seront données par l'équation 

X» — as — 1=0, d'où a; = — ± i/— > ce qui donne les 

deux points A et B. Resterait seulement pour la mieux déter- 
miner à chercher les tangentes parallèles à l'axe des x. 

( A suivre.) 
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EXERCICE ÉCRIT 



52. — Soit P une parabole dont le sommet est en 0. D'un 
point A pris sur P, avec AO pour rayon, on décrit une circon- 
férence A qui coupe P, abstraction faite de 0, en trois points 
M, M, M". 

Trouver quelle doit être la position de A pour que cespoints 
soient réels tous les trois. 

Note sur l'ezeroioe 51. 

P 
Soit y^mx-i-—^ l'équalioii de la tangente en M à la parabole P* la 

parallèle à A, menée par M, a pour équation 

2m*x — p = o. 
Ainsi 

11) (2m«aj _|p)«+x( y — ma?— -^^ =o. 

\ 2m/ 

Cette équation peut se mettre sous la forme 

(2m>a? — p — ji)»4-X2/+wwj(4m|x — X)+ ... = o. 
Déterminons \j. par Tégalité 4m\L = X 
Alors, Taxe de (1) a pour équation 

4m 
En désignant par q la distance de Torigine à A, on a donc 

(2) X = 8m»a — 4pm. 

D'autre part, l'équation combinée avec celle de la parabole donne une 
équation représentant Pensemble de la droite AB et de la tangente en M, 
à P. On trouve ainsi, pour représenter AB, 

(3) 4m«( y + ma? + £-\ = x. 

\ 2m/ 

Les égalités (2), (3), donnent 

4y + maî-4^ — =2ma — — 
2m m 

Telle est Téquation générale des droites AB. 

D'après ce résultat, Tenveloppe de ces droites est la parabole qui cor- 
respond à l'équation 

y«=6p(a5 — 2a). 

Le lieu des points de rencontre de AB avec la tangente en M, èi P, est 
une cubique unicursale représentée par Téquation 

(4) 4y*(o— a?;=p(aj + a)» 

Nota. — M. Barisien nous a adressé une solution analogue accompagnée 
de diverses remarques dont Tune portait sur la détermination de l'aire 
comprise entre la cubique (4) et son asymptote. 
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QUESTIONS D'EXAMENS 



I. — On considère l'égalité 

I 

Démontrer que 

(A) y^'*^ = — ^^ ' 

(I -h X«) 2 

Vn désignant un polynôme entier, en x, du degré n. Calculer V«. 
On a 

(1) y- = -Z." 



3 

(i 4-a:*)2 
La loi indiquée est vraie gpur n = i . 
Supposons que (A) soit vérifiée et différentions de nouveau ; 
nous avons 

,,(«+!) - V> (i + g;») - (2n + QxYn 

i' ~" 2n+3 

(i 4- a;«) 2 
Le numérateur de V» est un polynôme entier de degré 
n + I ; ainsi, la loi est générale. 
Pour trouver Vn, cherchons une formule de récurrence entre 

La formule (1) (}onne 

y\i + X*) -h'xy = o. 
Appliquant la formule de Leibniz, on a 
y(n+i) ( I 4. aji) 4. fiyin) ^ 2x H- n{n — I )j/^'*~*^ -H OJ^^**) + nt/<""*^ = o . 
ou y<"+*)(i -h 05*) -t- (2/1 + i)xy^^^ H- wV**"*^ = o. 

La formule (A), combinée avec cette égalité, conduit au 
résultat cherché : 

Vn+i 4- (2n 4- i)a;Vn 4- n*(i + a3*)Vn_i = o. 
On peut alors appliquer le théorème de Sturm à Téquation 

Vn+i = o. 
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QUESTION 288 

Solution, par M. H. Brocard. 

QiAelle est, parmi les normales à une ellipse donnée, celle qui est 
la plus éloignée du centre de la courbe. (Mannheim). 

m désignant le coefficient angulaire de la normale, celle-ci a 
pour équation 

y = mx -{- 



On a donc à chercher le maximum de 

c*m 



8 = 



\/a* 4- 6*m* v^ I -f- m' 
On trouve, pour déterminer ce maximum, en prenant l'équa- 
tion dérivée, 



La valeur correspondante de S, est ; 



8 = 



a + 6 

Ainsi, on, décrira une circonférence ayant pour centre et 8 
pour rayon, et on lui mènera une tangente, parallèlement à 



la direction l/r* 



QUESTION 295 

lik>lutioD par M. B. Sollertinskt. 

Sur un diamètre D d'une ellipse donnée on décrit une circonfé- 
rence de cercle et Von mène une tangente commune à ces deux 
courbes. Démontrer que la partie de cette tangente, comprise entre 
les points de contact, est égale à la projection sur D, du demi- 
diamètre qui lui est conjugué. (Mannheim.) 

Soient: d, d', 9 les demi-longueurs et l'angle des diamètres 
conjugués D, D'; 8 le demi-diamètre passant par le point de 
contact de la tangente commune, et 8' son conjugué. 
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L'aire du parallélogramme construit sur les deux demi-dia- 
mètres conjugués étunt constante, on a 

dS' = cW'sin 0; 
d'où d'»(i - cos«6)= 8'»; 

et, par suite, d' cos 6 =: \Jâ!^ — 8'*. 

Mais, le premier théorème d'Apollonius donne 

d'« - 8'« = 8» - d*. 

Finalement, d! cos 6 = v^8» — d* ; 

égalité qui prouve le théorème énoncé. 

Nota. — Solutions diverses par MM. Waroquier; SvechnicoffàTroitzk; 
II. Brocard; Baudran, élève au lycée de Rouen. La solution de M. Waro- 
quier se rapproche beaucoup de Télégante démonstration de M. SoUer- 
tinsky. 



QUESTION 303 

Solution par M. Bohn, maître-répétiteur au Collège de Gompiëgne. 



a' b* 
Soit — H — - — 1=0, réqtuition d*une kreuzcurve. 

X y 

La droite qui joint les projections A, B d'un point N de cette 
courbe^ sur ses axes, touche Vellipse qui correspond à Véquation 

X* y* 

— . -+- r-. — I = o en un point M. 

Démontrer que la parabole tangente aux axes, aux points où ils 
sont coupés par la tangente en '^ à la kreuscurve, passe, au point 
M, tangentiellement à Vellipse. (Balitrand.) 

Soient a, p les coordonnées d'un point N de la kreuzcurve. 
0)1 a alors 

(1) a-".-^pi^' = "* 

L'équation de la droite A6 est 

X y 

--4-^-1=0. 
a P 

L'équation aux abscisses des points de rencontre de la droite 
AB et de l'ellipse est 

(6«a« -4- a''^'')x'' - 2a»a^«x + o»a«(f« - 6*; = o, 
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En tenant compte de (1), on voit que cette équation a une 
racine double, qui est ,^ , \^^ . Par suite la droite AB est 
tangente à l'ellipse en un point M dont les coordonnées sont: 

X = t 9 V = •; ■ • 

L'équation de la tangente en N à la kreuzcurve est 

L'équation générale des coniques tangentes aux axes aux 

points ou ils sont coupés par la tangente en N à la kreuzcui ve 

est 

2lxy + [(a« — a«)py + (p» - 6«)aic - a^p»]» = o. 

Exprimant que cette équation représente une parabole, on a 

d'oîi X = - 2ap(a« - a»)(p» - b^). 

L'équation de la parabole est donc 
[(a« - a*)pt/ - (p> - 6*)aa;]* - 2a«^«[(a« - a*)py + (p« - 6*)aa;] 

+ a*p* = o. 

Transportons maintenant les axes de coordonnées parallë- 
ment à eux-mêmes au point M, les formules de transforma- 
tion sont 

Dans le nouveau système d'axes, les équations de la droite 
AB et de la parabole, sont 

pX 4- aY = G, 

(P) [(a« - a«)pY - (p» - 6«)aX]« - ^^^^^^ (PX -h aY) = o. 

Diaprés ce résultat, la parabole (P) passe en M, et sa tangente 
en ce point est AB; par suite (P) est tangente à l'ellipse en M. 

Nota. — Nous avons reçu de M. Brocard, une élégaDte démonstration 
géométrique du théorème en question, et une autre solution analytique 
par M. Baudran, élève au Lycée de Rouen. 
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QUESTION 305 

Solution par M. Jean Dewulf, élève au Lycée de Marseille. 



On donne deux droites rectangulaires Ox, Oy. Par Vorigine 0, 
on fait passer une circonférence F de rayon invariable R. Soient 
A, A^ deux droites parallèles aux axes et tangentes à F. La droite 
qui joint le point au point de concours des droites A, A*^ coupe 
F en un certain point I, dont on demande le lieu géométrique. 

G. L. 

Je désigne par a et p les coordonnées du centre G du cercle 
F. Elles sont liées par l'équation : 

(1) a» -H p« = R«. 

Les coordonnées du point d'intersection D des droites A et 
A' sont: 

a -h R 

P + R. 

Les coordonnées du point I satisfont à l'équation de la 
droite OD : 

(2) î/(a H- R) = x(^ -h R). 
et à celle du cercle F : 

(3) 05* 4- y* — 2CLX — 2^y = o. 

J'élimine a et p entre ces trois équations, ce qui me donne 
pour équation du lieu, 

[î/(a;«+y»)-2ftc(a?-y)]*+[a?(a;*+y*)-h2Ry(a?-t/)]*=4R»(x*-i-t/*)* 
ou, abstraction faite du facteur x* + t/*, qui représente l'ori- 
gine, 

(4) (aî« + y*)« = SR^xy 

Cette équation représente une lemniscate dont les sommets 
sont placés sur la première bissectrice, à une distance 2R de 
l'origine. 

En considérant toutes les tangentes parallèles aux axes, 
on trouve, pour le lieu complet, deux lemniscates. 

Nota. — Solutions diverses par MM- Waroquier; Baudran, élève au 
Lycée de Rouen; Bohn, maître répétiteur au Collège de Gompiègne; 
Svéchnicoff ft Troltzk. 
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QUESTION 287 

Solution par M. Brocard. 



On donnCy sur un même plan^ une droite A et un cercle T 
fixes : soit F' un second oercU^ de rayon invariable^ tangent à A. 
Trouver : 

/® L enveloppe de Vaace radical 8 des circonférences T et F' ; 

^ Le lieu du point de rencontre M. de t avec la ligne AB des 
centres des circonférences F,F'. (Russo.) 

10 Prenons, pour axes des coordonnées rectangulaires^ une 
droite parallèle à A, passant par le centre B de F', et une 
perpendiculaire à A menée par le centre A de F. 

Soient OA = a, OB = fe, R, r les rayons des cercles F, Y. 

L'axe radical S et la droite AB ont, respectivement, pour 

équation 

2by — 2ax = R* — /•' + 6' — a', 

ay -h bx = ab. 
L'enveloppe de la droite S a donc pour équation. 

y* = 200? + R* — r* — a". 

La courbe correspondante est une parabole ayant pour foyer 

le milieu F de OA ; son sommet est le pied de l'axe radical du 

cercle F et du cercle F', lorsque ce dernier a son centre en 0. 

2*^ Le lieu (M) est la podàire de cette parabole par rapport 

au point A. Son équation est 

R* — r* — a» -i- 2ax , 

Celle-ci représente une cubique circulaire, tangente à la 
parabole en son sommet, et admettant pour asymptote une 
parallèle à Oj/, ou à A, menée par le foyer F. 

Le point A est un point double isolé. 

11 est à peine nécessaire de faire observer qu'il y a deux 
séries de circonférences F', à chacun desquelles on peut appli- 
quer les résultats obtenus. 

Nota. — Nous avons reçu^ pour cette question, une solution géomé- 
trique de M. Leinekugel qui généralise le théorème; une solution analy- 
tique de M. Bohn, maître répétiteur au Collège de Verdun; et une double 
solution (lune analytique, Tautre géométriqud) de M. Baudran, élève au 
Lycée de Rouen. - 
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QUESTIONS PROPOSEES 



336. — On donne un poînl et deux cercles. Construire les 
foyers d'une conique passant par le point et bi-tangente à 
chacun des deux cercles, les centres de ceux-ci devant se 
trouver sur le même axe. 

(A. Tissot.) 

337. — Dans un déterminant de V^ndermonde 

|i a, a*... a"-*! 
on remplace les éléments de la dernière colonne par 

Démontrer que le déterminant correspondant est égal au 
déterminant de Vandermonde multiplié par la somme des 
combinaisons p à jp, avec répétition, dés lettres a, 6, . . . {. 

(L. Vautré, professeur au séminaire d'Âutun.) 

338. — i^ L'équation barycentrique 

Sa(X? - Xî) = Kcr, 
dans laquelle on suppose 9 = Za, représente une droite 
perpendiculaire à Mq M^; les quantités Xq {Aq, vq, X^, ... étant 
les coordonnées tripolaires de Mo et M^. 

2® Soit d la distance du milieu de Mo M^ au point d'inter- 
section P des deux droites^ cette distance étant regardée 
comme positive dans le sens Mo Mj. On a 

(Aug. Poulain.) 

339. — On considère une famille de coniques tangentes à 

une conique fixe S, ayant, avec £, un foyer commun et passant 

par le second foyer de £. Montrer que toutes ces coniques ont 

l'axe focal de longueur constante. 

(E. N. Barisien.) 

340. — On considère une ellipse T de centre et la cir- 
conférence A décrite sur le petit axe comme diamètre. D'un 
point M, mobile sur F, on mène, à A, les tangentes MP, MQ. 
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Il existe, dans A, une corde P'Q', parallèle à PQ, et telle 
que OP^ OQ' soient respectivement perpendiculaires sur 
OP,OQ. 

Démontrer que P'Q' passe par un point fixe. 

(G. L.) 

Nota. — Nous donnons ici la figure de la question 301, résolue p. 23 
et qui a été oubliée par une erreur de mise en pages. 




ERRATA 

P. 24, L 6, au lieu de $, lisez G'. 

1891, p. 270 1. 2 au lieu de 3' liset 

» 1. (— 5) » hc » 

p. 272 1. (— 7) » directrice » 

p. 265 1. (-5) » J. S. » 

» 1. ( — 3) » o » 



direction. 
J. S. 1889. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 



iMPBimaiB cnmuLB ms ghbmirs db fbr. — mpiuMBaiB chaix. 
ROI BUftiU» M» PARD. — 20SH-«a. 
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CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES CUBIQUES 

Par M-* VevTe F« Prime, 

[Suite^ voir p. 25.) 



17. — On sait que les quatre tangentes, qu'on peut mener à 
une cubique, d'un point quelconque de la courbe, forment un fais- 
ceau dont le rapport anharmoniqus est constant {Seilmoiï : Courbes 
planes^ 207). Ce théorème appliqué aux cubiques réciproques 
Qy Q', donne les deux égalités : 

(a) îrf,(îrf,ABG) = îrf,(GGaGbGe), 

(6) Ti^iTi^kBG) = vi,{GGaGtQc); 

d'où il résulte que : 



les droites, qui joignent un même 
point zrfi aux centres des cercles 
inscrits ou ea>4nscrits au triangle 
de référence, ont un rapport 
anharmonique égal à celui des 
droites qui joignent le point 
inverse xsS^ au point xsSi et aux 
sommets du triangle de réfé- 
rence* 



les droites, qui joignent un même 

point vil ^^ centre de gravité du 

triangle de référence et aux 

sommets du triangle anticomplé- 

mentaire, ont un rapport an- 
harmonique égal à celui des 

droites qui joignent le point 

réciproque xî, au point xii et 

aux sommets de triangle de ré- 
férence. 
Ainsi H, 0, K, Û, û' désignant, suivant l'usage, Torthocentre, 

le centre de cercle circonscrit, le point de Lemoine et les points 

de Brocard, du triangle de référence, on a 

H(OABG) = OCIUblc) , O(HABC) = Hfllalblc) , 
G(KABG) = K(IIaiac) , K(GABG) = G(IIal6le) , 
û(Û'ABG) = û'("alblc) , û'(ûABG) = ûlIUblc) . 
Et ces égalités en entraînent d'ailleurs un grand nombre 

d'autres; telles, les suivantes: 

K(OABG) = O(IIaTblc) et K(HABG) = HCIIaUc), 

qui résultent de ce que la conique HOABG est l'hyperbole de 

Jerobek du triangle ABG. 

18. — Chaque membre des relations (a), (b), (n^ 17), con- 
tenant cinq points, définit une conique; or deux coniques se 
coupent en quatre points, donc : 

lOURMAL Dl MATH. SPiC. — 1882, 3 
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à tout point P du plan ABC sont 

associés trois points, tels que : 

X(PABG) = P(GGaGA) 



à tout point P du plan A BC sont 

associés trois points , tels que : 

X(PABG) = P(II„T5lc). 



19. — On sait que « si, par quatre points fixes dune cubique, an 
fait passer une conique, la corde qui réunit les deux autres points 
d'intersection de cette conique avec la cubique passera par un point 
fixe situé sur cette dernière courbe, qu'on appelle le corésiduel 
du système des quatre points fixes (Salmon: Courbes planes, 193). 

Appliquons ce théorème à quelques systèmes particuliers 
de quatre points des cubiques réciproques Q, Q'. 

20. — Considérons une conique passant par les quatre 
points G, Ga (ou G^, Gc), B, G. Prenons, comme cas particu- 
lier, les deux droites GGa (ou Gbiy et BC; ces droites coupent 
la cubique Q aux points A, A^; et la droite AA^ rencontre cette 
cubique au point vi^. x;^, est donc, sur la cubique Q, le corésiduel 
du système des quatre points G, Ga {ou Gb, Gc), B, G. 

Or, les droites BG, GGa (ou BGb, CGc) se coupent sur la 
cubique Q au point Gb (ou G); il en résulte que les droites vifir^ 
-djGa, 'uifibj ^%Ge sont tangentes à la cvbique Q, aux points G, Ga> 
Gb, Gc. 

On trouverait de même que ^^ est, sur la cubique Q', le corési- 
duel du système des quatre points G, Ga (ou Gb, Gc), B, G et les 
droites Tifi, tzI^Ga, Xiifiby '^iGc sont tangentes à la cubique Q' aux 
points G, Grt, Gb, Gc. 

21. — La droite Ax^i est tangente au point A à la cubique Q 
et BC coupe cette cubique au point A, ; trf, est donc encore le 
corésiduel du système A, B, G, xi^j. 

Les droites x^^^G, XiJjGa, xi^jGb, xi^jGc sont tangentes à la 
cubique Q; il en résulte que les coniques ABCt^^^G, ABCxi^^Ga, 
ABG^iGb, ABGvifirc sont tangentes à la cubique Q, aux points G, 
Ga, Gb, Gc. De même : les coniques kBGx;^ fi, ABCt^^Ga, ABGri fib, 
ABGtrfjGc sont tangentes à la cubique Q', aux points G, Ga, Gb, Gc. 

Remarque. — On peut établir ce théorème sans faire xisage 
de la notion du corésiduel; caril résulte immédiatementdecette 
propriété de la conique ABGxi^iG (ou Ga), d'être la transformée 
par points réciproques de la droite J^fi (ou Ga). 

(A suivre.) 
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SUR UN PROBLEME DE M. LAISÂNT 

Par M. F. Balitrand, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 



Le problème que nous nous proposons de traiter est le 
suivant : 

Une droite AB se déplace de façon que les arcs parcourus par 
ses extrémités soient égaux; on prend le milieu G de AB, on 
demande d*étudier la courbe décrite par le point G. 

M. Laisant a résolu ce problème par la méthode des équi-^ 
poUences (Bulletin de la Société mathématique de France^ juillet 
1888), et M. Mannheim a, ensuite, appliqué à ce même pro- 
blème les principes de la géométrie cinématique {Nouvelles 
Annales de mathématiques , juillet 1889). La solution que nous 
allons donner de cette question repose sur des principes plus 
élémentaires et plus généralement connus. 

Cherchons d'abord le point oîi la droite AB touche son 
enveloppe. 

Soit A'B' une position infiniment voisine de AB, de telle 
sorte que A A' = BB'. 

Soit S le point de rencontre de AA' et de BB' et G le point 
où A'B' rencontre AB. 




Fig.4. 

Le théorème de Ménélaiis, appliqué au triangle SAB et à la 

transversale GA'B', donne 

CA_BS 

CB "" AS * 

Cette relation permet d'obtenir le point C, mais la métliode 

suivante fournit une solution plus élégante. 

Dans la recherche du point G nous pouvons remplacer les 



8i JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES • 

courbes (A) et (B) par leurs tangentes SA A' , SBB\ Prenons 
comme axes des coordonnées SA et SB ; posons 

SA = 0?, SB = y, AA' = BW = e. 
L'équation de AB est : Xy + Yx — xy = o 
Celle de A'B' : X(y 4- e) + Y(x + e) - (a? + e)(t/ -^ s) = o; 
ou, en ayant égard à la précédente : 

X — a? + Y — î/=o. 
Cette équation représente une droite parallèle à la bissec- 
trice extérieure de ASB, et passant par le sommet du parallé- 
logramme construit sur SA et SB (*)• 

Première SOLUTION. — Déterminationdelatangenteàlac(mrbe{^*) 
lieu du point G. 

Nous connaissons la position du point C. Prenons (fig. 4) 

BB, = CA, B'B/ = CA'. 

Dans le triangle CB^ B' les droites AA^ BB', sont des trans- 
versales réciproques; donc elles rencontrent fi| B| en des 
points symétriques par rapport au milieu de Bj BJ. Par suite, 
pour avoir la position limite de B^ BJ, il faut mener par B^ 
une droite qui, limitée à SA et SB, ait son milieu en B^. La 
tangente cherchée est la parallèle à cette droite menée par G. 

2"* SOLUTION. — Amenons d'abord A en A', le point G éprouve 

AA' 
un déplacement GG^ parallèle à AA' et égal à • Ame- 
nons ensuite B en B', le point G^ éprouve un déplacement 

BB' 
G^G' parallèle à BB'et égal à Mais comme AA' = BB', 

GGi = GiG' et par suite GG' est parallèle à la bissectrice exté- 
rieure de l'angle GG^G', c'est-à-dire parallèle à la bissectrice 
de l'angle ASB (***). 

(*) Celte construction rapprochée du résultat précédent fournit le théo- 
rème de géométrie suivant : Soit un triangle ABC, A' le symétrique de A 
par rapport au milieu cfe BG ; la parallèle à la bissectrice extérieure de BAC 
menée par A', divise le côté BG en segments inversement propw^tionnels à 
AB et AG. 

(**) Les points Bi, b[ n'ont pas été déterminés sur la figure pour sim- 
plifier celle-ci. 

(***) Cette construction est susceptible d'une généralisation. Soient A,B,C 
trois points qmae meuvent sur trois courbes (A), (B), (C) avec des vitesses 
égales. Le centre de gravité G du triangle ABC décrit une courbe dont 
la tangente s^obtient de la façon suivante. On construit une ligne brisée 
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3"® SOLUTION. — Prenons comme axes SA et SB; posons 
SA = 0?, SB = y, AA' = BB' = e, 

Les coordonnées de G seront (- > •^j » celles de G' 

— ] et la droite GG' a pour équation 

X - a? = Y - y. 
cette droite est parallèle à la bissectrice de Tangle ASB 
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R 



Rayon de courbure de la courbe^ lieu du point G 

Soient ta et e^ les angles de contingence des courbes (A) et 
(B),soit (0 l'angle de contingence de la courbe lieu du point G; 




w % 

Fig. «. 

la construction de la tangente montre que 

20) = Sa + et* 

Soient (X, Y), {x, y), (x^, y^) les coordonnées des points 
G, A, B par rapport à deux axes quelconques. On a 

2X=X'hœ^, 2Y=zy + y^; 

d'où 2dX = dx-h dx^y 2dY = dj/ h- dy^. 

4(dX* + dY») = dx^ + dy^ 4- (te? + d(rf -f- 2((fcc, dx^ + dy, dy^, 

ou 2d(T* = ds' -♦- {dxdx^ + dydy^). 

dont les côtés sont égaux entre eux et parallèles aux tangentes aux 
courbes (A), (B), (G), et Toû prend la résultante de cette ligne brisée. 
G*est la direction de la tangente a la courbe décrite par G. Le théorème 
est évidemment vrai pour un polygone de n sommets. (Voir MatkesiSy 
novembre 1891.) 
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En appelant a, p les inclinaisons des tangentes SA, SB 
sur Ox : 

2d(s* = ds^l I 4- cos (a— p)l = ds^{i + cos 6) ; G = ASB; 

+ cos e , 



donc d<s 

Par suite 



s/- 



2 



= ds cos 



d 

2 COS — 
2 



P 9a 9b 

Cette relation détermine le rayon de courbure p. Elle con- 
duit à la construction suivante : 

Par G, menons deux droites GM, GN, égales et parallèles à 
pa, pb. Projetons M et N en M' et N' sur la normale en G. On a 

2 _^ I T 

Donc, pour avoir p, il suffit de tracer MN, qui coupe la 
normale au point cherché. C'est la construction de M. Mann- 
heim. 



CALCUL D'UN DETERMINANT {*) 

Par M. Schonte. 



1. — Posons 



AW= 



I G X X .... XX 

I I G X XX 

I I I G XX' 



I I I I 
I I I I 
I I I I 



oX 

I G 

..II 



n 



F.(X) = 



X X . . 

1 G X 

I I G 



XXX 
XXX 
XXX 



1 I i gX X 

III I G X 

I I I .... I I G 



n 



(*) A propos de ce déterminant et de ceux du même genre que nous avons 
nommés Déterminants troués, M. Brocard nous signale la question 445 
[N. A. M. 1858, p. 262) et une note de M. Sylvester {N. A. M. 1854, p. 305). 

Nous renvoyons le lecteur aux sources citées. Si nous ne nous trom- 
pons, la question 445 n*a pas été résolue? G. £• 
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En retranchant, dans le premier déterminant, la seconde 
colonne de la première, on trouve 



(1) fnW = fr^iW =....= m --= 



ï G 
I I 



= I . 



En retranchant, dans le second déterminant, la dernière 
rangée de la première et en développant suivant les éléments 
de la nouvelle première rangée, on trouve 

Fn(X) = ^ XF,^i(X) -h (- i)^'Xfr^i('k) 
ou, eu égard à (1), 

(2) Fn(X) = -X|F«-i(X)4-(- lYl 

D'après la définition, on a, de plus, 



n-l 



„(X)=2*A»,„X*, 



1 

où les coefficients A*,n sont encore à déterminer. 
Donc, l'identité (2) donne 

Aik,n = - Afc_i,n-i, Ai,„ = (- i)"-* ; 
d'où l'on tire A*,» = (- i)""*. 

Ainsi 

(3) F„^X) = (- ,)-'xÇ^I. 

En substituant X = -, on trouve donc, après multiplication 

a 

par fx** et suppression des accents 

G X X .... XXX 

(JL G X 
|X[XG 



(3) Fn(X,|x)= 



XXX 
XXX 






gXX 

w. G X 



[A [X [X • . . . U. IX G 



= (^ i)-iXjx 



X»"* — (X 



n-l 



X - 



ut. 



n 



2. — Considérons maintenant le déterminant Fn(X, «x, <p), 
qu'on obtient en remplaçant les n zéros de la diagonale prin- 
cipale de F(X, fx) par les n racines 5^, 5,, Sj ... 5» de l'équation 
donnée 

(pn(«) = 5'' 4- A^S''-* -+- Aj5**"2 + + An = G. 
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D'un coup d'oeil on aperçoit la relation 
Fn(X, [/., ?) = F„(X, u) 4- Fn-i(X, iL)2d,s + F„^2(>, [jL)2i,5 + etc., 

oli ^jt^ représente la somme des produits des n racines prises 
A: à A:. D'après les relations entre les coefficients A» et les 
racines, on a donc aussi 

F„(X, [A, (p) =.F„(X, |x) - AiFn-i(X, fx) ^- A2Fn_2(X, (x) - etc., 
ou enfin, en faisant usage de (3) 

o^ AA««»*A A A 



(A ^2 X 



XXX 

XXX 



r* r* r* 

{X(X[X 

[il [A (X . . . 



5n-_2^ X 
(X «n-1 X 



X — {X 



Ce résultat a été donné, sans démonstration, par E« Lucas 
(Théorie des nombres, I, p. 286). 



UN DEVOIR D'ELEVE 

(Suite f y. p. 35.) 



Supposons maintenant que les racines de Téquaiion 
ax^ + èx + c = o soient égales entre elles et à a?', nous pour- 
rons alors supposer, soit x' < d, soit af > d. 

Dans le premier cas 



Y = 



~v/' 



— a{x — âî'j* 
X — d 



Je vois que je ne peux donner à x des valeurs plus grandes 
que d\ car les résultats seraient toujours imaginaires ; mais 
je pourrai en donner de plus petites que d. Supposons que 
nous fassions x = x\ on aura Y = dr o. A mesure que x 
augmentera en approchant de d, la valeur de T augmentera 
indéfiniment jusqu'à oo , qui est donnée pour jc = d, on a 
donc une asymptote, représentée x = d; si maintenant je 
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doDne à x des valeurs décroissantes à partir de x' on aura des 
valeurs pour Y qui, en partant de o, augmenteront sans cesse 
et seront infinies pour a? = — oo . 

Pour construire la courbe considérée, nous ferons une 




hypothèse particulière: o^ = i, d = 2, ce qui nous donne 
réquation 



y 



^x±)J- 



- (^ - ly 



X — 2 

Cherchons les points où la courbe coupe Taxe des x\ nous 
poserons, pour cela, 

05» — 2X^ = — aï" + 2â5 — I ou a?' — 05* — 2a; + I = o, 
équation qui a deux racines positives, l'une comprise entre 
o et r, l'autre entre i et 2, ce qui s'accorde bien avec la 
figures 4 ; quant à la troisième racine elle est comprise entre 
— I et — 2. Nous pouvons donc déterminer la forme de la 
courbe. 

Supposons maintenant x' > d. 

Je ne pourrai, comme précédemment, donner à x des valeurs 
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3. 
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plus grandes que d. Pour x —.a?', on a 

Y = dt o, 
un point singulier; si je fais diminuer x depuis x 



= d 




Fig. 8, 



Fig. 7. Fig. 6. 

jusqu'à — 00 , on aura des valeurs de Y qui diminueront 
d'abord pour croître ensuite et qui deviennent infinies quand 
on fera x = — oo . Je prendrai pour exemple 
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= X ± i/- 






X 

équation qui tombe bien dans le cas ci-dessus. 

Pour X = i on a Y = o, par suite nous aurons deux 
points singuliers A, A'. Cherchons les points ou la courbe 
coupe Taxe des x. Nous poserons, pour cela, 

x' -H «* — 20? — I = o. 
Cette équation manque de racines positives et n'a qu'une seule 
racine négative comprise entre — 2 et — 3, mais plus rappro- 
chée de 2; ce qui nous donne le point B. Nous pourrons donc 
construire la courbe auxiliaire et la courbe définitive (fig. 5) ; 
la valeur minimum de Y sera donnée par des valeurs de 
œ comprises entre i et 3. 

Si d était positif et suffisamment grand, la forme de la 
courbe pourrait être la suivante (fig. 6). 

Comme cas particulier, nous pouvons supposer d = x\ alors 
Y= ± \/ - {x - x') = ± \^x' - X, 
je ne pourrai donner à x des valeurs plus grandes que x^, on 
aura une parabole dont l'ouverture sera tournée à gauche, 
et la courbe aura l'aspect général indiqué par les figures 7, 8 ; 
à moins que le lieu ne soit imaginaire. 

Supposons que les racines de ax^ -h bx -{- c = o soient 
imaginaires. Nous aurons 

V X — d 

Je ne pourrai pas donner à x des valeurs plus grandes que d; 
mais X pourra diminuer indéfiniment. En faisant a? = — 00 , 
on a Y = =b 00; à mesure que x croît, les valeurs de Y 
décroissent pour croître ensuite, quand a; approche de d; elles 
sont infinies pour a; = d. On a donc, dans l'intervalle, un mini- 
mum pour Y. Pour chercher ce minimum et construire la 
courbe prenons l'exemple particulier 

V X — \ 

élevant au carré, on aura 

Y\x - i) = - oî* - I 
ou Y^x — Y* 4- ic* 4- 1 = o, 
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la dérivée prise par rapport à x sera 

Y« 4- 25? = G, 

remplaçant T' par sa valeur on aura 

a;* H- 1 

0?* — 20? — I = G, 



2X — 



= G 



X — I 

équation qui donne 

X — \ ±. v/2. 
Or la valeur i -f- >J ^ doit être rejetée puisqu'il n'y a pas 




Fiq, 9. 
de valeurs de Y correspondantes, le minimum de Y serait 
donc pour a? = 1 — v/2, 




— 2 — 2v/2 4- 

71 



= v/2, 
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nous avoua donc ainsi (fig. 9) les deux points M et M'. Cher- 
chons les points ou la courbe coupe Taxe des x; pour cela nous 
poserons 



=/ 



X = t/ f ou a?' =:= — î , 

X — I 



équation vérifiée par une seule valeur réelle x = — i qui 
donne le point A. Il s'ensuit que nous pouvons construire la 
courbe auxiliaire et la courbe définitive. Il est clair qu'elles ont 
même asymptote HH' et que la tangente au point A est per- 
pendiculaire, puisque la dérivée de l'équation générale prise 
par rapport à y contiendra ce facteur y. Par suite, pour tous 
les points, on a y = o, et la tangente perpendiculaire à l'axe 
des a;. 

Ce cas est le dernier de ceux que nous avons à examiner. 

Les hypothèses particulières a = 0, 6 = o. 

Dans le premier cas, la valeur de Y peut s'écrire 




Y = ± 

ceci donne naissance à quatre genres de courbes, deux en 
supposant 6 > o et — t < d , je pourrais faire décroître 

X indéfiniment au-dessous de — 7, mais les valeurs de T ne 



tendront plus vers l'infini; elles auront une limile qui sera 
±. \/b : la courbe auxiliaire (fig. 10) a donc deux asymp- 

totes parallèles au diamètre. Pour aj= — -,onaY = o. 

On ne peut pas donner à x des valeurs comprises entre 

— - et cif, car les valeurs de Y seraient imaginaires, mais 

je peux en donner depuis d jusqu'à 00; pour a? = d, on 
a Y = oc; à mesure que x croîtra, les valeurs dimi- 
nueront et elles le feraient constamment, en ayant pour 
limite ^b quand on fera x = 00, Les deux branches de 
gauche de la courbe auxiliaire sont donc asymptotes aux 
mêmes lignes. Les branches infinies à droite auront pour 
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asymptotes des branches para bolique s, représentées 

y = \Jx ±\/b. 
On pourrait vérifier que la différence des distances peut deve- 




Fig, 40, 

nir plus petite que toute quantité donnée, ou encore que la 
forme (*) de la courbe varie suivant le signe de c, qui peut 
faire disparaître la branche à gauche. 

Gomme second cas, nous allons poser a?' < cf < a;'' en ayant 
toujours a > G et les racines réelles et inégales. Revenons 
à la valeur de 



*v/°- 



{x - x'){x — x") 



X — d 
Je ne pourrai donner à x des valeurs plus petites que x\ 

maisje pourrai en donner qui soient comprises entre x' et d; 

pour (T = x' on aura Y = o, il en sera de même pour x = x'. 



(*) Les figures 10, 12 doivent être complétées par une branche symé- 
trique, par rapport à oxy de la branche hyperbolique tracée en trait plein. 
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Mais si x croit de x' à oE, les valeurs de y iront constamment en 
augmentant et seront infinies pour ce = rf; ce qui donne (fig, 11) 
une branche de courbe ayant pour asymptote HH' située à 
une distance d et partant du point A« Je ne pourrai faire 
croître a: de rf à x'\ mais pour des valeurs plus grandes que 
ac", on aura des résultats qui croîtront indéfiniment. La 
courbe auxiliaire tracée, il est facile d'en déduire celle qu'on 




Fig. 44, 

demande. De même que précédemment, on voit qu'elle ne 
diffère de la précédente que par la courbe de gauche qui est 
retournée, passant d'ailleurs au point C, ayant deux inflexions 
comme dans le cas précédent, pourvu que le point A soit 
au-dessus de l'axe des x. 
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Nous ne nous sommes pas occupés des asymptotes, c'est 
qu'il est facile de s'assurer que toules ces courbes en man- 
queront de rectilignes, hormis celle qui est parallèle à Taxe 
des y. En effet développons 

on a une équation y^x — 2X*i/* -h . . . = o, du cinquième 



+ c 




Fig. 4%. 

degré; et il n'y a qu'un terme du 5® degré y^x qui donnerait 
c = G ; l'équation qui donnerait la valeur de d serait 

/\cH — c*(i 4- de*) = o, ou 4cd — 1 — de* = o, 
et si on y fait c = o, on en tire d = oo, donc toutes les 
courbes n'auront pas d'asymptotes reetilignes. 
La courbe représentée par 
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rentre dans la variété précédente, T'pouvant s'écrire 
Y = ± /(a? -- 2 - v/7)(a^ -24-^/7) , 

V X — 2 • 

on Yoit qu'elle donne la forme précédente ^ car BK ne 
coupe pas Taxe des a?, et A est au-dessous du même axe 
des X. 

Supposons maintenant que les raciaes étant réelles, on 
ait x' < x" < d. 

Nous ne pouvons donner à x des valeurs au-dessous de a;'; 
pour oj = aï' on aura Y = o, à mesure que x croit, Y croîtra 
aussi, puis diminuera pour repasser par o quand x = x\ 
Gela donnera donc lieu à une courbe fermée dans la courbe 
auxiliaire. De x" kd les valeurs de y seront imaginaires, mais 
pour a; > d elles seront réelles, d'abord infinies puis diminue- 
ront pour finir par atteindre Tinfinie en môme temps que x. 




Fig, 48, Fig. U. 

En supposant que OP, OQ, OR représentent respectivement 
les trois racines x\ x''y d, nous pouvons tracer la forme de la 
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courbe auxiliaire, et par suile celle de la courbe cherchée, mais 
elle pourra avoir dans ce cas diverses formes. En effet, il 
pourra arriver qu'une partie fermée disparaisse si la courbe 
auxiliaire AB est au-dessous de Taxe des or, c'est-à-dire si x' 
et x"^ sont négatifs, ou bien si elle est toute entière au-dessus 




¥\q, /«. 




¥ig. 15. 




Fig. 47. 



de Taxe des a?, il y aura deux courbes fermées séparées et 
symétriques, ce qui porterait le nombre des parties à cinq. 
Nous pouvons considérer, comme exemple de ce cas, l'équation 



r 



/x[x — I ) 
V a? — 2 
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Ce que nous avons établi pour la première courbe s'applique- 
rait à toutes, c'est-à-dire que pour tous les points ou la courbe 
couperait Taxe des œ, la tangente est parallèle à Taxe des y. 

Gomme cas particulier, on pourrait supposer que d est égal 

à x' ou x'\ alors on aurait Y — ^x—x% ce qui représenterait 
une parabole dont on devrait porter les ordonnées au-dessous 
et au-dessus du diamètre y = x. Cela donnerait plusieurs 
formes de courbes, suivant que x serait > o < o = o, nous 
les indiquons (fig. 15, 46, 17). ^^ suivre.) 



QUESTIONS D'EXAMENS 



Construire la courbe qui correspond à Véquation 

(y - x)«y« 4- x(x - y) -h X = o. (X > o) 

EtudioDS d'abord la courbe dans le voisioage de la bissectrice, aux points 
qui sont à Tinfini, sur cette droite. 
Transformons bomod^rapbiquement (*), au moyen des formules : 

I y' 

nous avons à étudier, aux points qui se trouvent sur oy', l'équation trans- 
formée 

(1) (î^' — OV» + ( I - y')a?'» + Xa;'» = o. 
Transportons les axes, parallèlement à eux-mêmes, au moyen des formules 

y' - I = Y , 0/ =. X ; 
réquation devient 

(2) Y» + 2Y* - YiT» + Y^ + XX* = o. 

Nous allons, en appliquant la méthode de Puiseux, étudier cette courbe 
à Torigine. 
A cet effet écrivons (2) sous la forme 

Posant (*•) - = a — = (1 -h e , 

On a d'abord 

a» + X (2a* — a) + X«(a'^ + X) = o. 
La ligne de Newton, correspondante, est formée de deux côtés dont les 
coefficients angulaires sont, respectivement, 

6' = I , e'' = i . 

2 

(*) Pour les explications détaillées que comporte cette méthode, voyez 
Supplément^ p. 233. 
(**) Nous prenons les notations habituelles {Ion. ctï., p. 123). 



(4;-l)+x.(j+x)=o. 
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lement, la courbe, étudiée dans le voisinage 
l'origine 0, présente la disposition, indiqu 



Pour 6' = i, on trouve |i' = X; pour6'^=-,ona {i^=±i. pina- 

tde 

- ^ - ^ . , indiquée 

sur la figure. Les bras 1, 2. correspondent à 
réquation 

2/=a?»(X + e); 
les bras 3, 4 à Téquation 

3 

2/ = a? (± H- e"). 

Revenons maintenant à Téquation (1; pour 
étudier la courbe dans le voisinage de Toricrine 
deO. 

Appliquant de nouveau la méthode de Pui- 
seux, nous mettons l'équation (1) sous la forme 

('i-:-)--«-'i-;)+-(>+s-:)=«- 



y!! 



X' 



En posant 
on trouve 



~f == «> 
x^ 



a 



2 
3 

r2 



— = [X + e, 

|JL==t I. 



et, par conséquent, y' = x^'^ (± i + e). 

A cette équation correspondent les bras 5, 6. 

Revenant maintenant à l'équation initiale, pour discuter la forme de la 

courbe qui lui cor- 
respond, on voit 
que les bras i, 2, 
3, 4, 5, 6 (tonnent, 
dans la fig. trans- 
formée les bras 

I^2^3^4^5^6^ 

Pour achever la 
discussion de la 
courbe, on peut 
couper celle-ci par 
des transversides 
parallèles à la pre- 
mière bissectrice 
(y — a? = «). On 
trouve, pour dé- 
terminer y, 

Cette équation a 
ses racines réelles 

si l'on a ««-1-^ — i<o. 

2 

Le premier membre présentant une lacune entre deux termes de môme 

signe (k est supposé positif)» cette inégalité revient à celle-ci 

( — r < o. 
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désignant la racine réelle de Féqnation 

t* + » — = o. 
4 
On voit cpie t' est positif. D'après tous ces renseignements, on peut 

tracer la courbe dont la forme générale est indiquée sur la figure 2. 



CORRESPONDANCE 

(Extrait d'une lettre de M. Catalan.) 



M. Baschmtz (de Berlin) a indiqué^ pour L(i + x) une 
formule, aisée à vérifier et fort remarquable. 
Voici le théorème qu'il donne. 



On a L(i 4- X 



^ ^i n(y -h ï)« 



pourvu que l j soit une fraction proprement dite . 



EXERCICE ECRIT 



53. — Trouver le lieu des foyers des ellipses F doublement 
tangentes à une ellipse donnée F', la corde de contact restant 
parallèle au grand axe de F'; Tellipse F passant, en outre, 
par les foyers de F'. (Barisien,) 

Note sur l'exercice 52. 

Soient X, (a les coordonnées de A; Téquation de A est 

a;* 4- î/* — 2>a5 — 2|iî/ = o, 
et les ordonnées des points M, M', M'' sont les racines de Téquation 

(1) y» — 4P(^ — P)y — SpV = o. 

Gomme p est positif, cette équation aura ses racines réelles, si Ton a 

X— p>o, — 2(X--p)» + 27p>X<o. 
En posant 

p 

CCS conditions deviennent 

e < o, 26» — 36_-i- I < o 

ou 6<o, (e-i) U + ^-^^) (e - ^'■^T^') <o- 
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Finalement, on a la condition unique : 

H-\/3 

e+ <o. 

2 

En supposant 6 = ^ > 

on détermine, sur P, un point correspondant A^ Si Ton considère la corde 
principale A'A'^ la circonférence dont le centre est situé sur.Farc A'OA' 
coupe la parabole en deux points réels et deux points imaginaires. En 
plaçant A sur Tautre partie de P, on a au contraire quatre points réels. 
Cherchons quelle est, exactement, la position de A'. 

Pour 6 = ^» 



X 5 ■+- 3v/3 



on a - = — 9 1- = V 5 + 3Jo. 

p 2 P 

Dans ces formules X, pt. désignent les coordonnées du point A'; celui-ci 
est donc bien déterminé. 

Il résulte, de la définition du point A', que si Ton prend ce point pour 
centre d'une circonférence A^ de rayon 0' A; A' touchera la parabole P en 
un point H et la coupera de nouveau en H'. 

On peut chercher les coordonnées des points H, H'. 

L'équation (1), quand on l'applique au cas où le centre de A coïncide 
avec A', donne 

^-6-0 -4-V3) — S\/5-+-3v/3 = o. 

pi p ^ 

On reconnaît facilement, la chose est d'ailleurs évidente a priori^ que 
cette équation admet une racine double. 
En désignant par ]( (*) l'o rdonné e de H, par t/" celle de H', on a 

p p I 4.^ 

= 2 v/4 + 2 n/3 = 2(v/3 -h V2) 
Nota, — Le capitaine Barisien nous a adressé une solution de cet exercice . 
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Synopsis der hoeheren Mathexuatik, von J. Hagen S. J., Direc- 
tor der Sternwarte des Georgetown Collège, Washington. — Erster 
Band. ArUhemiiche und cUgehraische Analyse; grand in-4* de 400 pages. 
Berlin. L. Dames, éditeur, 47, Tauben-Strasse, 1891. Prix: 37 fr. 50 c. 

Ceux qui prennent part au mouvement des mathématiques modernes 
ou qui tiennent, seulement, à le suivre, savent que la principale difficulté, 
dans les recherches qu'on entreprend sur un point déterminé de l'Ana- 

(*) Dans une équation de la forme 

sc^ -\- px + q =z o, 

qui admet une racine double; celle-ci est égale à -, La racine simple 

20 

3(7 

est égale a — . 
P 
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lyse, porte sur la détermination des travaux qui ont été antérieurement 
entrepris sur le sujet qu'on a choisi. Le livre du P. Hagen sera, pour 
tous ces chercheurs de vérités nouvelles, un guide bien précieux. 
L*encyclopédie des connaissances mathématiques, quels que soient les 
efforts tentés pour la rédiger, ne peut aboutir qu'à une production assez 
imparfaite. Cette impuissance a deux causes très évidentes et malheu- 
reusement irréductibles. En premier lieu, le domaine de la science mathé- 
matique est aujourd'hui tellement étendu; on y faitasage, pour exprimer 
les idées qu'on y développe d'une langue si variée, qu'il est matérielle- 
ment impossible à un livre, si considérable, soit-il, de faire un résumé 
complet des vérités acquises ou de signaler, même, tous les mémoires 
qui ont été écrits sur un sujet particulier. En second lieu, il est impos- 
sible, en admettant que le livre idéal que nous imaginons, livre qui 
résumerait la science mathématique à un moment donné, ait pu être 
écrit, qu'il ne soit pas bientôt insuffisant 2m travailleur, en quête des 
propriétés inconnues. C'est que le mouvement incessant des découvertes 
amène à chaque instant, sans trêve, sans interruption, un flux considé- 
rable d'ouvrages nouveaux; or, ces ouvrages, par lo seul fait de leur 
nouveauté, sont précisément ceux qu'il importe le plus de connaître. 

Il n'en est pas moins de la plus grande utilité de posséder des livres 
comme celui que vient d'écrire le P. Hagen, renfermant sur les points 
principaux de ï Analyse mathématique les renseignements essentiels. Comme 
le dit l'auteur, dans sa préface, le livre qu'il présente au public mathéma- 
tique est une sorte d'Encyclopédie des mathématiques supérieures. Il se 
distingue des ouvrages du même genre par plusieurs points et notamment 
par ce fait qu'il signale, sur une partie déterminée, les lacunes qu'elle 
comporte encore. 

Voici, pour que le lecteur puisse se faire une idée de l'ensemble du 
livre du P. Hagen les titres des douze chapitres qui le composent: 

Théorie des nombres. Théorie desdifférences et des sommes. 

Théorie des grandeurs complexes. Théorie des fonctions. 

Combinaisons, Déterminants. 

Séries. Invariants. 

Produits infinis et Facultés (*). Théorie des substitutions. 

Fractions continues. Théorie des équations. 

Cet ouvrage de P. Hagen mérite d'être loué à tous les égards; il a dû 
coûter à celui qui l'a écrit de longues années de recherches. Ceux qui 
ont le courage de se donner à un pareil labeur rendent aux auties un 
inappréciable service ; et l'on peut dire, le mot n'est que juste, qu'ils se 
sacrifient pour eux en leur donnant un temps qu'ils eussent pu consacrer 
à leurs travaux personnels. 

L'ouvrage que nous signalons à toute l'attention de nos lecteurs sera 

(*) On sait, d'après HeinCy que les Facultés sont les fonctions qui cor- 
respondent àridentité 

en supposant û(9, o) == i . 

Les Facultés de Eramp correspondent à l'identité 

m 

z^ s: z[z 4- d){z 4- 2d) ... (z -hw — irf). 
Quand s = d, la Faculté devient, au facteur d^ près, la factorielle m. 
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complété, à bref délai, nous Tespérons, par trois autres Tolumes. Le 
deuxième volume traitera de la Géométrie Analytique ei Synthétique, Nous 
souhaitons bon succès à cette utile et savante publication. G. L. 



QUESTION 310 

Solution par M-« V* F. Prime, & Bruxelles. 



On conddère une courbe U et deux droites fixes Ox, Oy. Ayant 
pris sur U, un point mobile M, on mèney par ce points des paral- 
lèles aux droites Ox, Oy ; on obtient ainsi^ sur ces droites, deux 
points P, Q. 

La droite PQ enveloppe une courbe Y et touche celle-ci en un 
certain point M'. On demande quelle doit être la courbe U pour 
que M.W passe constamment par le point 0. (G. L.) 

Si X, Y désignent des coordonnées courantes, et x, y les 
coordonnées de M, l'équation de PQ est : 

Xy + Ya; = âjy , 
et celle de la droite P'Q' infiniment voisine: 

Xdy -h Ydx = dxy 
La droite qui joint le point M' à l'origine est donc : 

X Y 

— xdxy ■+- xydx — xydy -+• ydxy 
Cette droite coïncidera avec la droite OM si : 
— xdxy -h xydx _^ — xydy + ydxy 

X "^ y 

L'équation différentielle de la courbe U est donc : 

ydx + xdy = o. 

D'oh xy = K, 

équation représentant toutes les hyperboles ayant les axes 
de coordonnés pour asymptotes. 

Nota, — Solutions analogues par MM. Svécbnicoff et Baudran. 

ERRATUM. — P. 47, 1. 14, au lieu de Autun, lisez Autrey. 



Le Directeur-géranty 

G. DE LONQGHAMPS. 
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CONTRIBUTION A L'ETUDE DES CUBIQUES 

Par M-* VevTe F. Prime. 

(Suite et /In, voir p. 49.) 



22. — Les droites BC, AG rencontrant la cubique Q aux 
points A,, Ga, ]e corésiduel du système des quatre points A, 
B, G, G, est le point, de la cubique Q, où viennent concourir 
les droites GaA,, GbB,, GcC,. Or la conique ABGtrfjG est tan- 
gente à la cubique Q au point G; ce corésiduel doit donc 
encore se trouver sur la droite xi^^G. Et, comme G^A^ est 
parallèle à AxS^, il est Tanticomplémentaire de x;J| ; ce qui 
permet d'énoncer ce théorème de géométrie : 



Lorsqu'un triangle imcrit 
au triangle de référence est 
perspectif avec ce triangle^ il 
est encore perspectif avec le 
triangle anticomplémentaire ; et 
le second centre de perspective 
est Vanticovftplhnentàire du réci- 
proque du premier. 



Lorsqu'un triangle inscrit 
au triangle de référence est 
perspectif avec ce triangle, il 
est encore perspectif avec le 
triangle anticomplémentaire; et 
le second centre de perspective 
est r antisupplémentaire de Vin^ 
verse du premier. 



Si, dans ce qui précède, on substitue au point G Tun des 
poinls Ga, Gb, Gc, on trouvera que le triangle AjB,Gj est per- 
spectif avec chacun des triangles GGcGb, GcGG», G^GaG et 
que les trois centres de perspective sont situés sur les droites 

tJlGa, X^iGb, trfiGc, 

Donc : c Tout triangle A,B,G, inscrit au triangle de référence 
et perspectif avec ce triangle, est perspectif avec quatre autres 
triangles; et les centres de perspective forment un système homo- 
logique au système GGaGbGc (ou II Itlc); le pôle d*homologie étant 
le réciproque (ou l'inverse) du centre de perspective des triangles 
ABG, A.B.G,. » 

Ainsi : 4^, les droites qui joignent les sommets du triangle com- 
plémentaire au^ centres de i circonférences inscrite et ex4nscritesy 
se coupent trois à trois sur les droites menées du point de Lemoine 
à ces mêmes centres. 

JOimNÂL Dl MATH. 8PBG. — i8d2« 4 
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2°, les droites qui joignent les sommets du triangle orthique 
aux centres des circon fi renées inscrite ou ex-inscrites, se coupent 
trois à trois sur les droites menées, de ces mêm^s centres, au 
centre de la circonférence circonscrite {*), 

Nous désignerons par vil le centre de perspective des triangles 
GraGrbGrc, AjBjGa et par .Xi^' celui des triangles GaG^Gc, k^Bfi^; 
'©i appartient à la cubique Q; et x;^2> à la cubique Q'. 

23. — Les droites G-^Gc, GGa se coupent sur la cubique Q 
au point A et aucune d'elles n'est tangente à la cubique. Le 
corésiduel du système des quatre points G, Ga, G5, Gc est donc 
le point x^i commun aux tangentes à la cubique Q aux points 
A, B. G; et comme la droite xS^rii^ est la quatrième tangente 
qu'on peut mener, à la cubique Q, par le point xS^, la conique 
GGaGbGcXi^j est tangente à la cubique Q au point %i^ ; la tangente 
commune est la droite i^^K^^, 

De même : la conique GGaGiiGc"^^ est tangente à la cubique Q' 
au point 'C^^, et la tangente commune est encore la droite xii^xS^. 

24. — xi^i étant, sur la cubique Q, le. corésiduel du système 
des points G, Ga, G^, Gc, la conique GGaG^Gcti^i' est tangente 
à la cubique Q, au point G ou au point xï^/. Pour décider lequel 
de ces deux points est le point de contact, observons que 
les coniques GGaGbGc'Cil, GABGt;^i sont homothétiques inverses 
et ont, pour centre d'homothétie, le point G. Dès lors, la 
conique GABGti^, étant tangente à Q, au point G, il en sera de 
même de la conique GGaGbGcXi^i. 

De là, ce théorème : Les coniques GGaG^Geni^ , GGaG^GctS/ 
sont^ respectivement, tangentes aux cubiques Q, Q' au mémepoint G. 

25. — Les droites Axrfj , BC rencontrent la cubique Q au 
même point A, sans qu'une d'elles lui soît tangente, tandis 
que la conique ABCt^^i XJ^a ^^t tangente à la cubique Q, au 
point xi^i .Il en résulte quo les tangentes à la cubique Q, aux points 
A2,Bj,G,,x;^i , concourent en un même point de cette courbe; ce 
point est le corésiduel du système A, B, G, vS^. 

De même : Les tangentes à la cubique Q' aux points A^ , B^ ,0^ 



(*) Voir: A. Boutin: Exercices divers: Journal de Mathématiques élément 
taires, 1891, page 184. 



\ 
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XiJ, rencontrent Q' en un même point qui est le corésiduel du 
système A, B, G, xi^i. 

26. — Les droites BG, , GB, se coupant sur la cubique Q, 
au point A; et les droites BB, , GG, rencontrant la cubique au 
même point xiJ, , ^^ est encore le corésiduel du système B, G, 
B, , Gj . La cubique Q détermine donc^ par ses intersections avec les 
côtés du triangle A^B^G^, un triangle perspectif avec ce triangle, 
xiS^ étant le centre de perspective. 

De même: La cubique Q' coupe les côtés du triangle A^B^G 
awo? sommets d'un triangle perspectif avec le triangle A^Bfi^ , 
vi^ étant le centre de perspective. 

27. — La droite vi^ G rencontrant la cubique Q au point 
xiJ/ , la conique BGB,G,G passe par -d/ et il en est de même 
des coniques CâGjÂ,G, ABA,B,G. Donc : 



Lorsqu'un triangle A'B'G', in- 
scrit au triangle de référence, 
est perspectif avec ce triangle, 
lesconiques BCB'G'G,GAG' A'G, 
ABA' B' G passent par Vanti- 
complémentaire du réciproque 
du centre de perspective. 



Lorsqu'un triangle, inscrit au 
triangle de référence , est pers- 
pectif avec ce triangle, les coni- 
ques BGB'G'I, G AG'A'I, ABA 'Bl 
passent par l'antisupplémen^ 
taire de l'inverse du centre de 
perspective. 



Ainsi : i® Si A', B', G', sont les pieds des bissectrices intérieures, 
les coniques BCB'G'G, GAG'A'G, ABAB'G passent par le centre 
des parallèles égales. 

2® Si A'B'G' est le triangle orthique, les coniques BGB'G'I, 
GAG'A'I, ABA'B'I passent par V antisupplémentaire du centre 
du cercle circonscrit. 

'6° Si A'B'G' est le tinangle complémentaire, ces coniques 
passent par V antisupplémentaire du point de Lemoine, 

El 4® la circonférence BIG pa^se par l' antisupplémentaire 
du point ou la bissectrice extérieure de V angle A rencontre la 
circonférence circonscrite. 

28. — Quelques cubiques particulières dans le système des 
coordonnées normales. 

1® Si le point xii coïncide avec le centre de gravité du 
triangle de référence, xj, devient le point de Lemoine de ce 
triangle ; et l'on a : 
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xS^ :^ ax =: by = cz, 
A :=: ao? 4- % + C2 = o, 



^ ^ y 

a 



— > 
c 



X y z 
abc 



A est donc la droite de l'infiiii et A' la droite de Lemoine; 

II I 



^ a b c 

r s:- H h - = o, 

X y z 



r' = — -f- — H- - =0, 
ax by cz 

r est la circonférence circonscrite ; r' est Tellipse de Steiner; 

X y 



Q = 



X 


y 


z 


1 


I 


I 


X 


y 


z 


a 


b 


c 



= o, 



Q' = 



/« 



I 


I 


X 


y 


I 


I 


a 


b 



= o, 



Q' est la cubique connue sous le nom de cubique des dixsepl 
points (voir Vigarié, loc. cit. et plus loin, pp. 88 et 90) ; nous pro- 
posons d'appeler l'autre la cubique des douze points. Elle passe 
en effet par douze points remarquables : A, B, G, I, lo, Ib. le, 
G, K et les points où les symédianes rencontrent les côtés du 
triangle de référence. 

2® Si le point Xii^ est le centre du cercle circonscrit, les cu- 
biques Q, Q' coïncident et ont pour équation commune : 

X y z 
I I 1 



Q = 



X 
I 



y s 
I I 



= o. 



Celte équation est précisément Téquation combinée des bis- 
sectrices intérieures des angles du triangle de référence; donc 
dans ce cas, les cubiques Q, Q' se réduisent à trois droites. 
3® Si Ti^ est Torthoeentre du triangle de référence, 
xi^i =: oî cos A = y cos B .= z cos G, 
A :=: a? cos A -♦- y cosB -+- z cos G = o, 
A est donc l'axe orthique, 

cos A cos B 






cos G 



et 



Q:= 



X 


y 




X 


y 


À9 


I 


I 


I 


X 


y 


Z 


cos A 


cos B 


cos G 



= o, 



=r. O. 
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IL résulte de la théorie générale que cette cubique est tan- 
gente à rhyperbole de Jerabek et aux coniques de Boutin 
(J.M.E. 1891,p. 80, 81.) 

4** A la page 96 du premier volume de la Revue de mathéma- 
tiques spéciales, de M. Nieweoglowski, on trouve l'équation : 
2a?(y* — ^«)(cos B cos C — cos A) = o (a) 

comme réponse à la question suivante proposée par M. J. G. 
Darboux : 

« On considère les coniques circonscrites à un triangle et telles 
que les normales à ces coniques menées par les sommets du triangle 
soient concourantes. Lieu de leur point de concours ; même ques^ 
tionpour les coniques inscrites, les normales étant menées aux points 
de contact des côtés du triangle. » 

On remarquera que la cubique (a) passe par les points oîi 
la cubique définie au 3^ coupe la cubique inverse. 



SUR LA DETERMINATION ANALYTIQUE 

DE l'aire d'un triangle 
Par M. C. A« lialMint, docteur es sciences. 



Dans la plupart des cours, on détermine Taire d'un triangle 
en employant la distance d'un point à une droite, ce qui 
introduit un radical, un double signe, et par suite une incer- 
titude sur le sigue. 

Mieux vaudrait, ce me semble, définir tout d'abord les signes 
des aires par la convention suivante, conforme à celles de la 
trigonométrie et des coordonnées polaires sur les signes des 
angles: « L'aire d'un triangle ABC est positive, quand le sens 
de circulation de A à B, B à 0, G à A, par rapport à un point 
intérieur quelconque est le seos positif des angles ou des 
arcs en trigouométrie. Il s'ensuit qu'un observateur parcou-* 
rant le périmètre dans le sens ABC laisse constamment sur 
sa gauche l'intérieur de Taire; et cette convention s'étend à 
un périmètre fermé quelconque. » 

Alors 

■A.jAj|Aj = AjAfA] = AjA^Ag = — A^A^Ai = — AjA|Aj| = ^AjA^Aj 
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et l'on a toujours : 

A,Â,A., = DA,A, + DA,A, + DA,A,. 
en grandeur et en signe, quel que soit le point D. 
D'aprfes cela, on a les îerames évidents qui euivent : 
I. — Si A,A, est parallèle à l'axe des œ, 

A,A,A, = - sin 9 (x, — a',)(y, — y,). 
n. — Si A, A, est parallèle à l'axe des y, 

A(A,A, = - sin 9 (a;, — «i)Cys — Vi)- 

Ceci posé, soit maintenant A,A,A, un triangle quelconque. 
Menons A,C parallèle à OY, A,G parallèle à OX, les droites A,C, 
A"G se rencontrant eu G. Les coordonnées de C sont a;, et y». 

Nous avons 

A,A,A, = CA,A, + CA,A, ■+■ CA,A, ; 

et, en posant - sin 6 = *, 

CA.A. = kix, - «,)(!/. - !/.) (lemme II) 

CA, A, = - GA,A, = - k{x, - XiMy, - y,) (lemmesl et II) 
GA,A, = k{x, — x,)iy, — y,) (lemme I) 

D'où par addition 
AiA,A. = ft(ic,y, 4- Xjp, + x,y, - x^y, - x,y^ - cc,y,) 
V , I I ar, y, I 

= - sin 6 I a;, y, 
^ I I 33, S), I 

^j formule connue, qui ne donne prise à 
aucune ambiguïté, et représente toujours 
l'aire du triangle, en grandeur et en signe. 
Nous avons à dessein, dans la démona- 
I tration précédente, omis toute figure, 

I pour montrer combien le raisonnement 
* est facile dans toute sa généralité. Dans 
ï,"' la pratique de l'enseignement, on pourra 

tracer des figures, mais en faisant obser- 
ver qu'elles ne particularisent rien. 

Voici du reste une transformation d'aires qui permet de se 
faire une idée juste de la méthode; elle pourrait, à la rigueur. 
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constituer une démonstration purement géométrique. Menons 
par les trois sommets du triangle ÀiA^A, des parallèles aux 
axes coordonnés. L'un des points d'intersection G est intérieur, 
et Ton a . 

AiA, A, = GAjA, 4- CA^A, -h CA, A^ = GA^ A, h- GA,Ai + GAsA^. 
L'aire cherchée est donc équivalente à celle de la partie om- 
brée sur la figure et le double de cette aire est évidemment 
A3BED - A3A3GA3 , sin 6 [(x^ - a;,)(y8 - t/O - {x^ -a?,)(y,-y,)] ; 
expression identique à celle que nous avons trouvée plus haut. 



SUR LA DÉCOMPOSITION D'UNE FORME QUADRATIQUE 

EN UN PRODUIT DE DEUX FACTEURS LINEAIRES 
Par Cf. Méténier, professeur au collège de Saint-Flou r. 



1. Théorème. — Étant donnée une forme quadratique de 
n variables X|, Xj, ... x» ; 

l(X-j, X|, • . • Xn) = ^11^1 ■+" ^82^2 "+"•••+ annXn -h 2aj|XfX| 

+ 2a}3X]^X3 H- . . . 

soit A le discriminant de cette forme. On considère la formée 
quadratique par rapport aux variable fi u^, u„ ... u„ : 



«1 Ul 

a, u. 



• • 



U^ u, . . 



= $(Ui, U„ ... Un), 



«n Un 

. a^ o o 

. u„ o o 

«1, «a» • • • «n étant des constantes, La condition nécessaire et 
suffisante^ pour que la foim^ f(xi, Xj, ... x») se décompose en 
un produit de deux facteurs linéaires^ dont Vun est 

a^Xj + «jXj -4- ... 4- ^'S.n 
est que la formée quadratique ^(u^, u,, ... Un) soit identique- 
ment nulle. 

Nous allons montrer d'abord que la condition est nécessaire 
Supposons que Ton ait : 



' 
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/ (a?!, a:,, ... Xn) = P(<^iX^ + a,aî, + . . . + ana;„), 
el considérons le système de n + i équations : 

(1) f^^ + 2fAai H- 2ÇWi = o, /^2 -h 2iAaj -h 2Ew8 = 0, ... 

/^^ + 2jxa„ + 2lUn = o, 

(2) aiû?! + oL^x^ -h ttjXj -H . . . + 3t„aîn = o, 
linéaires et homogènes par rapport aux quantités XiyX^,...Xn, 
[jL et E, et dans lesquelles on peut considérer ces quantités 
comme des inconnues, u^, ti,, ... n^ étant des paramètres 
arbitraires. 

Des équations (1) on tire : 

— 2?(Uia?i -H UjiCj + . . . 4- w«a;n)- 
Appliquons le théorème des fonctions homogènes et tenons 
compte de Téquation (2) ; cette relation deviendra : 

OU en vertu de Thypothèse, 

A cause de Téquation (2) le premier membre de cette rela- 
tion est nul. Donc il en est de même du second et Ton a : 

« 

(3) U^Xi + Wj^C, 4- . . . + UnXn = O, 

car l doit être supposé différent de zéro, sans quoi les équa- 
tions (1) seraient indépendantes des paramètres arbitraires 
Wi, u,, ... Un et l'on a supposé le contraire. 

Alors le système des n + 2 équations linéaires et homo- 
gènes (1), (2) et (3) entre les n 4- 2 inconnues x^, a?, . . . a;»» 
[x et S ayant son déterminant nul, on aura ^(i*i. u^, ... Un) 
identiquement nul par rapport aux lettres u^, u^, ... t/„, puis- 
que la forme quadratique <P(tii, u,. ... t^n) est ce déterminant. 
Ainsi, lorsque la forme quadratique f{x^, aj,,...a?„) est décompo- 
sable en un produit de deux facteurs linéaires, la condition 
est vérifiée. Donc elle est nécessaire. 

£lle est suffisante; car si ^(te^, u,, . . . u„) est identiquement 
nul, Tune au moins des équations (1), (2), (3) est la consé- 
quence des autres. Des équations (1) tirons lu^^ 5w„ . . . Çti», et 
substituons dans (3), nous aurons : 

xJ'Xi-\-xJ'x^-h . . . -^Xnfx^ = — 2a(aiaJi4-a,a;,4- . . . H-aniC,»), 
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OU bien 

f(x^ , a?j , . . . oTn) = — v-i^v^i + «i^a + . . . + a«a7„). 

Cette relation est identique; car, à cause des arbitraires 
U4 , W;t , . . . Wn , on peut supposer que x^^ x^, .. . x^ ont des 
valeurs quelconques et sonl des variables indépendantes. 

Donc f{x^ ,x^, ... Xn) admet comme facteur 

2, — Considérons le déterminant 



a. 



a^ a. 



«n 

a,t o 



= K. 



Désignons par Ka^ , Ka» les mineurs de ce déterminant^ 
coefficients des éléments aïkyOUi quand on développe K par 
rapport aux éléments d'une ligne ou d'une colonne contenant 
aïk ou ai . Si nous développons la forme ^(^i, u,, . . . Wn) nous 
verrons que les coefficients de cette forme sont les Kuik . 
Pour que cette forme soit identiquement nulle, il faut et 
il suffit que Ton ait Kuik = o. Ainsi, si la forme quadratique 
f{x^yX^ f...Xn) est décomposable en un produit de deux fac- 
teurs linéaires, on a Kaik = o. Je dis qu'on a aussi, Ka< = o, 
si ai est différent de zéro. Soit, en effet, K' Tadjoint de K, on 
a K' = K". Or, si Ton développe K'par rapport aux éléments 
de la dernière ligne lesquels sont Ka^, Ka,, . . . Kan, A, les 
coefficients de ces éléments sont nuls, puisque Kaik = o. Donc 
on aura K' = o et, par suite, aussi K = o. 

Si, maintenant, nous développons K par rapport aux élé- 
ments de la ligne de rang t, ce développement se réduira a 
a<Ka< à cause de Ka^k = o. Si Ton suppose a^ différent de zéro, 
on aura donc Kai = o. 

Dans un déterminant tel que K, convenons d'appeler mineur 
principal d'ordre p, un mineur de K, d'ordre/), obtenu par la 
suppression de tu- i — p lignes dans K et de w -t-i — p colonnes 
de même rang que les lignes. Il sera, comme K, un déterminant 
symétrique. 
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Théorème. — La forme quadratique f(xi, x,, . . . Xn) étant 
décomposable en un produit de deux facteurs linéaires, les mineurs 
principaux deK^ du quatrième ordre, obtenus par la suppression, 
dans K, de lignes et de colonnes de mêm£ rang, à l'exception de la 
dernière ligne et de la dernière colonne, sont tous nuls, et ils ont 
tous leurs mineurs nuls. 

D*abord, le théorème fondamental n'est applicable que si 
la forme f{x^,x^, ... Xn) renferme an moins trois variables; car 
si elle en renfermait moins de trois, la forme ^{u^, u^, Un) 
deviendrait illusoire, puisqu'elle serait indépendante des 
coefficients de la forme donnée. D'après cela, le déterminant 
K sera au moins du quatrième ordre, et ses mineurs qui 
doivent être tous nuls, au moins du troisième ordre. 

La forme f(x^, x^, Xn) étant, par hypothèse, décomposable 
en uu produit de deux facteurs linéaires, annulons toutes 
les variables, moins trois d'entre elles; nous obtiendrons 
une nouvelle forme, également décomposable en un produit 
de deux facteurs linéaires, et dont le déterminant K sera pré- 
cisément un des mineurs principaux déduit du déterminant K 
delà forme primitive, d'après la règle contoDue dans l'énoncé 
du théorème. Donc ce mineur sera nul; par suite, tous ses 
mineurs sont nuls, d'après le théorème fondamental. 

(A suivre.) 

■ -■ ■ I, 

■ ,. 

UN DEVOIR D'ÉLÈVE 

(Suite, voir. p. 56.) 



Nous allons maintenant supposer que les racines de 
ax^ + bx -\- c =^ o soient égales entre elles; nous aurons 
alors, en les désignant par x\ 

/ y X — a 

ceci me fait voir que je ne pourrai donner à x des valeurs 
plus petites que d; donc x = d est une limite à gauche. Main- 
tenant nous pouvons faire deux hypothèses 

x' >d, a;' < d. 
Dans le premier cas, les valeurs qui étaient infinies pour 
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œ = d diminueront constamment à mesure que x approchera 
de x' ; elles seront 
nulles pour cette va- 
leur et recroîtrons 
ensuite indéfiniment 
si Ton donne à x des 
valeurs depuis x jus- 
qu'à 00 . Nous pou- 
vons donc tracer 
la courbe auxiliaire, 
qui se composera 
des deux parties 

HAH' et KAK', 
(fig, 18) et parsuite 
la courbe définitive 
qui se composera de 
trois parties ou bran- 
ches infinies. 

La courbe pourrait 
varier de forme si 




Fig. 48. 



AK', branche de courbe auxiliaire coupait Taxe des x, cela 




Fig, 49. 
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donnerait naissance à une autre branche comme l'indique 
la fig. é9. 

Supposons maintenant que Ton ait x' < d. On ne 
pourra, comme précédemment, donner à x des valeurs plus 
petites que d pour a; = rf, on aura Y = oo ; à mesure que x 
croîtra, on aura pour Y des valeurs décroissantes; mais qui 
croîtraient au bout d'un certain temps pour être infinies en 
mémo temps que a?. Il y a donc un minimum de Y facile à 
déterminer en prenant la dérivée de Y et régalant à o. En 
supposant ce minimum connu décrivons la courbe auxiliaire 




Fig, 20. 

et par suite celle à chercher. Mais, si on fait x = x', on a 
Y = o, ce qui donne le point R ou le point C, suivant que 
x' > < o: dans le premier cas (fij. 20) on a les deux points 
singuliers M, M' ; dans le second ils disparaissent. 

On conçoit que la courbe pourrait varier si la racine était 
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négative et suffisamment grande, nous aurions alors la forme 
suivante (fig. 21), qui s'approcherait assez de la forme que 
l'oa obtient en posant x' > d. 

Reste enfin, en supposant toujours a > o, à voir le cas ou 




Fig. %4. 
les valeurs de x sont imaginaires ; dans ce cas, la valeur de Y 

peut s écrire Y = ±_ i/ -^^^ -^ — î-^ ; 

on ne pourra donner à x des valeurs plus petites que d, limite 
pour les abscisses, à gauche; en faisant x= don aura Y = oo ; 
à. mesure que x augmentera, la valeur de Y diminuera d'abord 
pour augmenter ensuite et devenir infinie en même temps 
que x\ on voit que Ton obtiendra ainsi deux formes analogues 
aux deux précédentes, si ce n'est qu'il n'y aura pas de points 
singuliers. La valeur de Y aura aussi un minimum que Ton 
déterminerait par le même moyen. 

Nous allons maintenant passer à l'hypothèse a < o, en 
supposant d'abord que les racines soient réelles 'ou que 
6' — 4ac > o; nous supposerons aussi que d < a?' < x", 
x\ x" étant les racines de oo;* -4- 6x + c = o. La valeur de Y 
peut s'écrire 
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Y = 



s/ 



— a' (X — x) {X — x") 



X — d 
a' étant positif et égal à — a. 

Pour toutes les valeurs de x plus petites que d, les trois 
différences binômes seront négatives, donc la valeur de Y 
sera réelle; si on fait x = — qo, on aura Y = ± oo ; et si 
on fait augmenter x, on aura des valeurs de Y qui dimi- 
nueront pour augmenter ensuite et devenir infinies pour cc=c?, 
dans cet intervalle la valeur de Y est donc susceptible d'un 
minimum. On ne pourra maintenant faire croître x depuis d 
jusqu'à a;', les valeurs de Y seraient imaginaires; mais on 
pourra les faire croître depuis x = x\ ce qui donne Y = o 



,*•" 




jusqu'à X = x'\ ce qui donne Y ::= o. Nous pouvons donc 
décrire la courbe auxiliaire et celle que nous cherchons. 
Dans ce genre, tombe la courbe 



y 



2 - 



/ 



H- 3aî — 2 



X 
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nous allons la construire. Cherchons le minimum de Y, ce 
sera en posant 

Yaj*+ a;*— 3a;+ 2 = G, ou a?'— i3aî* — 2205 + 9 = 
et cherchons la racine négative qui satisfait à cette équation; 
elle tombe entre — i ej, — 2. La valeur de Y correspon- 
dante sera à peu près y/ô. Leé» deux points minimums seront 
donc A, B (fig.22); et la partie à gauche de la courbe auxiliaire 
sera tracée; supposons x= 2, on aura Y = o et les résultats 
croîtront depuis o jusqu'à + 00 ; on aura donc une partie 
fermée à droite. Voyons si elle coupe Taxe des x, pour cela 
nous poserons 



x = ^ 



— X* -h 3x — 2 
X 



ou 



a;'+x*— 3x4-2=0, 



équation dans laquelle 2 est limite ; par suite la branche de 




Fig. S3, 



droite ne coupe pas Taxe des x; voyons si la courbe de gauche 
le coupe; pour cela, changeons x en — x\ d*ou 
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oî' — a?* — 3aj — 2 = o, 
équation qui a une racine comprise entre 2 et 3, qui me 
donne le point M, à Taide de cela je pourrai construire la 
courbe cherchée. 

Si nous rentrons dans le cas général, il y aura plusieurs 
formes de courbes, qui dépendent des signes des racines. 

Supposons, par exemple, que Tune des racines a?' soit néga- 
tive, alors les deux courbes fermées n'en feront plus qu'une 

et on aura la forme indiquée (fig. 23). 

(A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

P8r M. Aii|^* Boutin» 



206- — Lieu géométrique des points M iels que les droites qui 
leur sont harmoniquement associées soient perpendiculaires à OM 
(0 centre du cercle circonscrit). 

Soient Xi, 2/1, Zi les coordonnées normales d^un point du lieu. On a : 

X y z 

- + - + -= o. 
X v z 

réquation de OM est : 

j^x (t/i cos G — ^1 cos B) -- o. 

La condilion de perpendicularité de ces droites est : 

v^î/i cosG— jïj cos B x^cosA, _ _. 

Y — ' — > {Zi cos B — y, cos C) = o 

ou, en supprimant les indices 

équation cubique des inverses, relative au centre de gravité, ou cubique 
des dix-sept points, 

207. — Résoudre la question posée dans Vexercice précèdent 
en remplaçant par un point quelconque P (x„ y,, z J. 

On trouve de là, l'équation 

^x[z\yi cos G + oîa) — î/*(«a cos B + a^)] = 

qui ne rentre dans la catégorie des cubiques des inverses relatives à un 
point donné que si le point est pris pour représenter P. 



[ 
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208. — Lieu du point M , tel qae la droite qui lui est hanno- 
niquement associée soit parallèle à MP, P étant un point fixe 

(«i»Pi» ït)- 
On trouve, en coordonnées barycentriques, 



2, 



l«(P*Yi + T*Pi) - 2«PY(ai -+- P, H- T.) = o 
équation d^une cubique circonscrite à ABC. 

209. — Soient M, M, deux points inverses de la cubique des 
inverses relative au point P; les droites harmoniquement associées 
à Ml et M,, se coupent en un point situé sur la droite transversale 
inverse de celle qui est harmoniquement associée à P. 

Les droites (M) (M,) ont pour équations : 

xXi-i-yy^-hxx^ = o, 

X y z 

h- H — =o, 

^i Vt 'i 
elles se coupent au point déterminé par 

X z y 



^»(y?~4) ^.(4-yl) ^'(^Î-T?) 

Les coordonnées j?,, i/,, z^ vérifiant la relation : 



2: 



|Xa;,(2/î— jïf) = o, 
on a X.C + (ly -h v3 = o. 

210. — Si M, Mo sont deux points réciproques de la cubique 
des réciproques relative au point P, les droites harmoniquement 
associées à M, Mo se coupent sur la droite harmoniquement asso- 
ciée au réciproque de P. 

La transformation homographique instantanée, de M. de Longchamps, 
permet de déduire immédiatement cette proposition de la précédente. 

211 . — Soient : M un points (x la droite qui lui est harmoniquement 

associée f fA, la transversale inverse de fx, le lieu des points M, tels 

que [A, [A, soient parallèles est la cubique des inverses relative au 

point de Lemoine : 

£ax (y" — z*) = o. 

212. — Dans les conditions de V exercice 211, trouver le lieu 
dis points M tels que tx, (x, soient perpendiculaires. 

Oh trouve : 

3œyz — S J5 cos A(y* -4- a*) = o, 
équation d'une cubique qui est sa propre transformée par points inverses; 
elle est circonscrite au triangle et passe par les pieds des hauteurs. 
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213. — Quand une œnique est circonscrite à un triangle 
ABC, les tangentes à cette conique, en A, B, G, forment un tri - 
angle A.^Bfi^ homologique avec le premier. 

Soit la conique : 

1 1 = o. 

X y s 

les tangentes en A, B, G, sont : 

y z 

— H = o ... 

y, «1 

et les droites AA,, BBi, 00^ ont pour équations : 

— » • • • 

a^i Vt 
se V z 

qui se coupent au point : — = ^ == _ , 

Xx î/i 2\ 

centre d'homologie des triangles considérés. 
L'axe d'homologie est la droite : 

X y % 

- + - + - = o, 

a?i Vi ssi 
harmoniquement associée au centre d'homologie. On sait que la condition 
exprimant que les normales en A, B, G à la conique considérée sont 
concourantes, est 

Elle prouve que ces normales sont concourantes quand le point K,, 
dont les coordonnées normales sont Xi,y^y z^ (qu'on pourrait appeler 
point de Lemoine de la conique circonscrite) décrit la cubique des 
inverses relative au centre de gravité, ou cubique des dix-sept points. 

On peut remarquer que, diaprés l'exercice 206, la môme condition 
exprime que Taxe d'homologie est perpendiculaire à la droite OEj. 



EXERCICE ECRIT 



1 



54. — On donne une parabole P, rapportée à ses axes. Soient : 
M un point mobile, pris sur P ; MA l'ordonnée correspondante. 

Il existe une parabole P' passant par A, tangentiellement 
à ox, et par M, tangentiellement à P. 

1® Démontrer que F touche oy et que le point de contact 
B est tel que 

4 

La parallèle à Taxe menée par B rencontre MA en un point 
G qui décrit donc une parabole, quand M est mobile sur P. 
Donner l'équation de cette parabole. 
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2° Lieu des foyers des paraboles P' (celieuestunecissoïde). 

3** Si Ton projette M en B' sur oy, il existe une parabole P" 
touchant les axes aux points A,B'. P^'etP', abstraction faite 
de A, se coupent en deux points G, D. 

CD et la tangente en M se coupent en un point dont on 
demande le lieu géométrique. 

A^ On imagine une parabole Q quelconque, tangente aux 
axes ox, oy» 

Etudier l'intersection des paraboles P, Q. Montrer que 
l'équation en X, correspondant à ces paraboles, se décompose, 
rationnellement, en deux facteurs. 

La parabole Q admet deux normales parallèles aux ases; 
ces normales se coupent en un point R. 

Trouver quelle position doit occuper le point R pour que 
les points communs aux paraboles P, Q soient réels, imagi- 
naires ou coïncidents. 

S® Trouver le lieu d'un point I d'où partent deux droites 
rectangulaires tangentes, l'une à P, l'autre à Q. 

Construire la courbe, lieu du point I, en supposant que Q 
touche les axes en des points A, B tels que 

0A = ^, 0B=^. 

2 4 

Note sur l'exercice 53. 

En suivant la méthode classique pour trouver le lieu des foyers dans 
UD réseau de coniques, rexcreice proposé conduit à Tidentité 

I 4- 1^ ({X» H- Ç\- 2fx I + ^ [(a;- a)» -h (y -^ 6)^] =: Carréparfait. 

Gomme il n'y a pas de terme en xy, le premier membre est le carré 
parfait d^an trinôme en a;, ou d'un trinôme en y. La première hypothèse 
conduit au lieu cherché. On a 

a« B 

( I 4- X)(Xa« + W — c2) = >«a«. 
En éliminant X, \i on trouve 

a 
Le lieu se compose d'un système de deux cercles symétriques Tun de 
l'autre par rapport à oy. Si l'on considère une extrémité du grand axe A, 
et le centre de courbure A', correspondant, l'un des cercles trouvé est 
celui qui est décrit sur AA' comme diamètre. 
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QUESTIONS D'EXAMENS 



1. — On donne une quadrique Q et un point fixe Mo(xoyoZo) ; 
par Mo on fait passer une droite ^^ qui coupe Q aux points Aj, B^. 

Démontrer que si Von prend trois droites rectangulaires A^, 
Aj, A3, de directions x'ariables, passant par Mq, la somme : 

TT ' ' ' 



MoAj.MoB, MoA,.MoB, MoA^.MoB, 
est invariable. 

En posant 

on a (le point x^y^ z, étant sur Q) 

U-\-9i^xf00ii +...) + P*9(an Pi» Yi) = o- 
Par conséquent, 

En appliquant cette relation aux droites MoAjBi, M0Â361, M^AjBs et 
en tenant compte des relations qui expriment que ces droites sont rec- 
tangulaires, on a (notation habituelle), 

_, A + A' 4- A" 

Lorsque Mq est placé au centre de la quadrique, on retrouve une pro- 
priété très connue. 

2. — Deux quadriques qui sont homothétiques se coupent sui- 
vant une conique à distance finie; la partie complémentaire de 
l'intersection étant re jetée à Vin fini. 

La réciproque est-elle vraie ? 

En considérant les deux cylindres hyperboliques représentés par les 
équations (Notation abrégée)^ 

PQ = /i, PR = V; 
on voit que rintersection, abstraction faite des points à Tinfini, est 
une hyperbole située dans le plan correspondant à Téquation 

QV — R/i = G. 
Les cylindres considérés ne sont pas homothétiques (Q, R étant des 
formes linéaires quelconques) ; la réciproque en question n'est donc pas 
exacte. 

3. — Trouver le lieu des milieux des cordes^ parallèles à la 
direction (a, p, y), dans la surface représentée par Véquation 

xyz = a*. 
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Les formules classiques, employées dans rezercico 1, donnent 

«PyP» + p"^ap»o + P Z^x^y^y + a?oy««« — a» =o. 

Cette équation admet deux racines égales et de signes contraires, si 
Ton a 

En rendant x^y^z^ coordonnées courantes, on obtient une équation qui 
peut se mettre sous la forme 

xys j^ a^d X 
LUdentité manifeste 

w)[w -h ti) 






prouve que l'équation da lieu est 

Va^ PA? yAy «y aPY 
En prenant, pour nouveaux plans de coordonnées, ceux qui corres- 
pondent aux équations 

x y y ^ % X 

-+- =o, -+- =0, -+- = o, 
OL p P ï Y a 

et qui constiluent uu véritable trièdre. Ou voit que, dans le nouveau 

système, la surface trouvée 3era représentée par Téquation 

XYZ = m\ 

Le lieu est une surface du même genre que la surface donnée. 



QUESTION 304 

Solulion par M. H. Brocard. 



On considère une kreuzcurve et une ellipse ayant mêmes aoces 
que la kreuzcurve et la touchant en un point M ; démontrer que le 
rayon de courbure de la kreuzcurve, en M, est le tiers du rayon 
de courbure de l'ellipse, au même point. (Balitrand.) 

Le centre de courbure K au point M de Tellipse se trouve 
sur la parallèle au petit axe 03, menée par l'intersection D 
du diamètre OM aboutissant au point donné M avec la paral- 
lèle ND à la tangente menée par le point N où la normale 
rencontre Taxe focal AOA'. 

Plus généralement, si Ton considère les courbes représen- 
tées par réquation 

(1) Aaj"*+* 4- Bi/~+* = I, 
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et si on leur applique la même construction, on reconnaîtra 

que le rayon de courbure est, au signe près, m fois le segment 

MK ainsi obtenu. 

Si, en efTet, on élimine A et B entre Téquation (1) et ses 

deux premières dérivées, on trouve 

pxy -\- m{p*x — py) = o, 

du d^y 
p et p' désignant ^ et — • 

La projection du rayon de courbure, sur OX, a pour expression 

P 
D'autre part, la différence des abscisses des points M^, D^ a 

pour valeur 

^ _ pxjx + py) ^ (i -^ p^)xy 

px - y y - px 

Mais l'équation (1) peut s'écrire : 

I +/>* (14- p^)xy 
mp r^ = ^ ^-— ^ . 

P y - px 

La propriété énoncée est donc établie. 
Il reste à remarquer que, parmi les courbes de cette famille, 
on peut signaler : l'ellipse {m = i); le cercle (w = i); la 

développée de Tellipse fm = — -j; Thypocycloïde à quatre 

rebroussementsfm = — -j; la kreuzcurve (m = — 3); une 

kreuzcurve lieu du foyer d'une parabole invariable roulant dans 
un angle droit (m = — 3); etc. 

QUESTIONS PROPOSÉES 

341. — Décrire une circonférence passant par un point 
donné et bi-tangente à une conique donnée. (A. Tissot.) 

342« — k étant un nombre entier, le coefficient de a?*, dans 

le développement de ^ 1 '—$ est 3*. (Nouvelles 

Notes d'Algèbre et d'Analyse.) (E. CatcUan.) 
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343. — L'un point P du plan d'une ellipse, on abaisse les 
quatre normales à Tellipse dont les pieds sont A, B, G, D. 
Montrer que le lieu des points tels que le foyer F et le symé- 
trique P' de P par rapport au centre soient sur une même 
conique que les pieds A, B, G, D, est une ellipse (E). Gette ellipse 
(E) est semblable à l'ellipse donnée ; elle a son centre au 
second foyer F' de l'ellipse donnée et elle passe par les som- 
mets du petit axe de cette ellipse. (Barisien.) 

344. — Soit <p{Xy y, z) l'ensemble des termes du second 
degré dans le premier membre de l'équation d'un hyperbo- 
loïde à une nappe. Si l'on désigne par H le discriminant de 
ce premier membre, rendu homogène ; par y, v', y" et A les 
mineurs de H qui correspondent respectivement aux demi- 
coefficients de X, y, z dans les termes du premier degré et au 
terme constant; enfin par X, |ji, v trois paramètres assujettis 
seulement à la condition 9(X; p., v) = o ; les projections, sur 
les plans coordonnés, des génératrices de la surface appar- 
tenant à l'un des deux systèmes auront pour équations : 

A(vy - \^^) + !^r" - vy' -t- - v^H <?! = o, 
M}z — vOJ) H- vy — ly" •+■ - ^/H f^, = O, 

A({ji^ — \y) -4- Xy' — {jLy + - ^H <Pv = o. 

En changeant, dans ces équations, le signe de v^H , on 
obtiendra celles qui se rapportent à l'autre système de géné- 
ratrices. {A.. Tissot.j 

345. — Trois points de masses m,, wij, mg, se meuvent sur 
les côtés d'un triangle ABC, de façon à rester en ligne droite ; 
trouver le lieu du centre de gravité de ces trois points. 

(Balitrand») 

346. — Quelle est, parmi les normales à une cardioïde 
donnée, celle qui est la plus éloignée du point de rebrousse-- 
ment de cette courbe? 
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Généralisatùm, — Étant donnée la courbe, représentée par 

réquation 

(1) 
û = a ces" — 
^ n 

en coordonnnées polaires, déterminer quelle est, parmi les 

normales à cette courbe^ celle qui est la plus éloignée du 

pôle? {Svéchnicoff, à TroïtzkJ 

347. — Soit fiXyy) = o, Téquation d'une conique F rap- 
portée à deux axes rectangulaires ox, oy. 

On considère une autre origine fixe Oj et deux nouveaux 
axes : l'un, 0, X parallèle à ox; Tautre, O^Y mobile. 

Trouver le lieu du centre de la conique F' qui, dans ce 
nouveau système, est représentée par l'équation 

/(X, Y) = o. 

2° En supposant que F admette ox pour axe de symétrie ; 
trouver l'enveloppe des coniques F'. (Em. Lenunne.) 

348. — On considère une hyperbole H; par le centre de 
cette courbe, on mène des perpendiculaires 8, 8', aux asymp- 
totes A, A' et l'on obtient, sur H, quatre points A, B, G, D for- 
mant un rectangle. Soit F la circonférence circonscrite à ce 
rectangle. Par un point M, arbitrairement choisi sur H, on 
mène des tangentes MP, MQ, à T. 

1® OP, OQ forment, avec les droites 8, 8', un faisceau harmo- 
nique. 

2*» Parallèlement à l'une des asymptotes A, on trace une 
transversale; elle coupe F, H et 8' en quatre points formant une 
division harmonique. (G. L.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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NOTE SUR UNE EQUATION 

ANALOGUE A l'ÉQUATION EN S 

Par M. Humbert, professeur de mathématiques spéciales 

au Lycée Janson de Sailly. 



Etant donnée une conique 

ax* H- 2bxy + cy* -h 2dx 4- 2ey + /* = o , 
l'équation en S, relative à cette conique, est 

(a - S)(c - S) - 6*s:S« - (a + c)S + oc - 6* = 0. 
On sait que le discriminant de cette équation est une somme 
de deux carrés, (a — c)' + 46', et que la condition pour que 
les deux valeurs de S soient égales, 26 = ±: i{a — c), exprime 
que Tune des deux directions asymptoliques est isotrope. Le 
cercle est un cas particulier, qui se présente, seul, quand les 
coefficients de l'équation de la conique sont supposés réels. 

Cela posé, considérons une section plane centrale d'une 

surface du second degré à centre ; d'un ellipsoïde, par exemple, 

* . , 1 i* X* y^ z* 
la section faite dans la surface -rH-iTH- — --i=o, par 

le plan olx -{- py -{- yz = o. On sait que les longueurs des axes 
de cette section sont données par l'équation du second degré 

aV 6^3* cY 

+ a«6V(a«p*Y*) = o. 
La condition pour que cette équaalion ait une racine double 
est donnée par l'équation 

[a*(6» + c*)a« 4- 6Vc« -t- a«)p« 4- c*(a* + 6»)y*]« - 4a«6*c« 
(a« -h p» 4- Y«) (a*a» + 6*p" -H c^f) = o. 
C'est une forme quadratique en a*a*, 6»p*, c'y' qui peut 
s'écrire ainsi : 

JOURNAL DB Bf ATH. SPÂG. — 1892* 5 
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- 2(a* - 6*)(c* - a«) 6«c»Y«p' - 2(6* - c«)(a* - 6»)aVaY 

- 2(c» - a*){6« - c*) a»6*a«p* = o, 

ou bien, en désignant par n, v, î6\ les quantités pDsitives. 

aV(6« - c«), 6«p»(a* -^ c«), c*Y«(a« - 6«), 

u' H- t;* 4- 16^* + 2y/^ — 2utv -h 2ui; = o, 

On peut mettre, de deux façons, le premier membre sous 

forme d'une somme de deux carrés, 

{u -hv — wY + /\vw =0 , (— M 4- v -H wy •+• 4ut; = o. 

— Si Ton ne suppose pas a, p, y réels, cette équation 

exprime que le plan coupe rellipsoïde suivant une ellipse 

dont l'une des directions asymptotiques est direction isotrope 

(voir ce qui a été rappelé au début). Si Ton suppose a, p, y 

réels, on a la solution v = o, ii = w;, c'est-à-dire un couple 

de plans 

a«a« (6* - c*) - c»Y« (a« - 6«) = o, p = o. 

Ces plans coupent la surface suivant des cercles; ce sont 

les plans cycliques réels. 

— Si Ton ne fait pas cette hypothèse, le premier membre 

de la relation peut se mettre sous forme d'un produit de 

quatre facteurs linéaires. Il suffit, pour le voir, de poser pour 

un instant 

w = XS v = YS w = Z«; 

on a (X« 4- Y« - Z«)> 4- 4Y«Z« = o, 

c'est-à-dire 

(X* + Y« - Z« -h 2tYZ)(X « 4- Y» ~ Z« - 22YZ) = o, 

ou [X« 4- (Y 4- iZj«]fX' -H (Y - iZy] = o. 

Finalement 

(X 4- tY - Z)(X - iY 4- Z)(X 4- iY 4- Z)(X - lY - Z) = o. 

Chacune de ces éq-iations exprime que le plan considéré 
tourne autour d'une droite, celle qui joint l'origine à l'un des 
points du plan de l'infini, ayant pour coordonnées 

a\/b^ - c», =b 76 y/a* - c% ± c^a^ — 6% o. 
Ces points sont justement les points de rencontre de l'ellip- 
soïde avec le cercle de l'infini. 
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SUR LES PODAIRES 

ET SUR LES COURBES POLAIRES RECIPROQUES 
Par M. X« Antomarly proresseur au Lycée Henri IV. 



Considérons une courbe (G) (fig. i) et un point fixe de son 
plan. Soit 01 la perpendiculaire abaissée, du point 0, sur la 
tangente en ub 
point quelconque A 
de la courbe (C) ; le 
pointlseraunpoint 
de la podaire de 
cette courbe par 
rapport au point 0. 
Du point comme 
centre décrivons un 
cercle de rayon R 
et soit rie conjugué 
harmonique du 
point I par rapport 
à ce cercle, c'est-à- 
dire le pôle de la 




¥%g. 4. 



droite AI. Lorsque le point A se déplace sur la courbe (G) le 
point r décrit, comme on sait, la courbe polaire réciproque 
de (C) par rapport au cercle considéré, de centre 0. D'un autre 
côté, la relation bien connue 

or X 01 = R« 
montre que les courbes décrites par les points I et V sont 
inverses Tune de l'autre par rapport au point 0, la puissance 
d'inversion étant égale à R*. De là résulte la proposition sui- 
vante : 

Toute podaire d'une courbe (C) est la transformée par rayons 
vecteurs réciproques de la courbe polaire réciproque de (Gj par 
rapport à un cercle quelconque décrit du pôle comme centre. 

Menons, du point T, la perpendiculaire l'A' sur OA : cette 
droite est évidemment la polaire du point A et par suite la 
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tangente en I' à la polaire réciproque de (G). Il en résulte que 
le point A' est un point de la podaire de celte polaire réci- 
proque. D'ailleurs 

OA' X OA = or X 01 = R«, 

donc: 

Si Von considère une courbe (C) et sa polaire réciproque (C) par 
rapport à un cercle 0, de rayon R, chacune d'elles est t inverse de 
la podaire de Vautre par rapport au point et avec la puissance 
d'inversion R*. 

Nous nous proposons d'indiquer quelques conséquences de 
des deux propositions presque évidentes et bien connus. 

I. — Soit IH la tangente en I à la podaire do (G) et soit I(i> 
la médiane du triangle lAO. Puisque les lieux des points I et 
r sont deux courbes inverses, on a 

OÎH=lrH; 
mais, d'autre part 

îfîT = lAo) = Alo). 
Les deux angles Alw et l'IH sont donc égaux ; par suite, 
Tangle wll', complément du premier est aussi complément 
du second, donc l'angle wIH est droit, et Ton retrouve la con- 
slruction, bien connue, de"la tangente aux podaires. 

ir. — Supposons que le lieu du point I soit une droite, 
alors le lieu du point V est un cercle passant par le point ; 
mais la polaire réciproque de ce cercle est une parabole donc : 

La courbe qui a pour podaire une droite est une parabole ayant 
pour foyer le pôle, 

III. — Si le lieu du point I est un cercle ne passant pas 
par le pôle, le lieu du point V est un autre cercle ; or, la polaire 
réciproque d'un cercle, par rapport à un cercle de centre 0, 
est une conique ayant pour foyer le point 0, donc : 

La courbe qui a pour podaire un ce?xle est une conique. 

On voit, du reste, d'après les propriétés des polaires réci- 
proques, que la courbe sera une ellipse si le point est inté- 
rieur au cercle lieu de F, et une hyperbole dans le cas 
contraire. 

IV. — Quand le lieu du point T est une conique ; le lieu de 
I sera une transformée de celte conique par rayons vecteurs 



■ k 
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réciproques; mais le lieu du point A est la polaire réciproque 
du lieu décrit par 1\ donc : 

La transformée, par rayons vecteurs réciproques, d*une conique, 
est la podaire d'une autre conique. 

V. — En général, le lieu de F est une courbe de degré m, 
la courbe polaire réciproque, lieu de A, sera de classe m, 
donc: 

La courbe inverse cTune courbe de degré m est la podaire d*une 
courbe de la m"^ classe. 

VI. — On peut définir un point quelconque A de la courbe 
C) par rintersection de AI perpendiculaire à 01 et de OA 

perpendiculaire à AT, donc : 

Si I et r sont deux points correspondants de deux courbes 
invepses par rapport à un point et si /'on mène AI perpendi- 
culaire à 01 et OA' perpendiculaire à la tangente en ï le lieu du 
point de rencontre k de ces deux droites est une courbe dont le 
lieu du point I est la podaire par rapport au point 0. 

Cette dernière remarque se prête remarquablement bien 
à la démonstration de la propriété des langentesaux sections 
coniques. Consi- 
dérons d'abord un 
cercle et une 
droite D (fig. 2); 
ce sont deux cour- 
bes inverses par 
rapport au point 
F. Traçons FAB, 
la perpendiculaire 
BM à ce rayon et 
la perpendiculaire 
FA'M à la tan- 
gente en A au cer- 
cle 0. Fig, 2, 

La courbe dont la podaire est une droite étant une parabole, 
le lieu du point M est une parabole dont la tangente en M 
est MB, dont F est le foyer et dont la directrice est parallèle 
à D. La similitude des deux triangles FAA', FBM entralni> 
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alors l'égalité des angles FAA', FMB, c'est-à-dire des angles 
FMB et' BAH. 
D'autre part, la propriété des figures inverses donne 

HAB = ABD; 
mais les angles ABD et BMP sont égaux, comme ayant môme 
complément MBP. De là résulte 

fMB = BMP, 
ce qui exprime la propriété He la tangente à la parabole. 
Considérons maintcmant une circonférence et un point F 

situé à l'intérieur de la courbe 
(fig. 3). Si Ton prend comme 
puissance d'inversion la puis- 
sance du point F par rapport 
à la circonférence 0, celle-ci 
est à elle-même sa transfor- 
mée. Ayant tracé le rayon 
FAB, la perpendiculaire en A 
à ce rayon et la tangente enB 
à la circonférence ; la perpen- 
diculaire FA'M à celte tan- 
gente donne un point M dont 
le lieu est l'ellipse qui admet le cercle comme cercle homo- 
graphique et qui a pour foyers les points F et F' symétriques 
par rapport au point 0. Soit F'CD le rayon parallèle à FAB; 
la perpendiculaire FG'à la tangente en D doit, naturellement, 
passer par le point M. 

Gela posé, l'égalité évidente des angles FBA' et F'DG' 
entraine la similitude des quatre triangles FBA', F'DG', F'MG 
et FMA. De là résulte immédiatement l'égalité des angles 
F'MG et FMA, c^st^à-dire la propriété de la tangente à 
l'ellipse. 

En supposant le point F extérieur au cercle on établirait 
de même, la propriété do la tangente à l'hyperbole. 
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SUR L'INTERSECTION DES PARABOLES 

Par M. B. Sollertinsky. 



1. — Eq considérant deux paraboles quelconques P, P', 
don lies axes ont des directions différentes, on peut distinguer 
deux diamètres A, \' que nous nommons conjugués : ils sont 
tels que la tangente à l'extrémité de l'un est parallèle àTautre. 

Soient: Tintersection de tels diamètres; S, S' leurs extré- 
mités; Q riûtersection des tangentes SQ, S'Q. En prenant OS, 
OS' pour les axes des coordonnées, les paraboles P, P' seront 
représentées par les équations 

,jx ( y* = 2p(a? -h a), 

^ ^ i X' = 2p'iy + 6), 

2p, 2p' désignant les paramètres (*) relatifs aux diamètres 
OS, OS', et — o, — 6, étant les coordonnées de Q. 

L'élimination successive de t/, x, donne les équations 

qui ne renferment pas de termes en rc', t/«, quelle que soit la 
valeur des constantes dans les équations (I). On peut, d'après 
cette remarque, énoncer les propriétés suivantes : 

4° Si deux paraboles invariables P, F 5e meuvent dans leur 
plan commun, de façon que Vaxe de chacune d'elles glisse sur soi- 
même; le centre de gravité des points communs est fixe 

29 Les diamètres des deux paraboles circonscrites à un qua- 
drangle ABGD, menés par le centre de gravité du quadrangle, 
sont CONJUGUÉS run à l'autre. 

3^ Quatre points A, B, C, B se meuvent sur une parabole fixe 
P en conservant le même centre de gravité, Vaxe de Vautre para- 
bole circonscrite au quadrangle variable ABCD à une direction 
fixe. Cette direction est encore invariable lorsque se meut parai- 
lèlement à Vaxe de P. 

2. — En ajoutant les équations (1) multipliées, respective- 

' 

(*) Les cordes focales conjuguées aux diamètres. 
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ment, par deux constantes quelconques m, n, on obtient l'équa- 
tion générale de toutes les coniques passant parTintersection 
des paraboles P, P': 

Conséquemment: i^ Si deux paraboles invariables se meuvent, 
chacune dans la direction de son axe, toute conique circonscrite à 
leur quadrangle commun ABGD reste concentrique et homothétique 
à soi même. Le lieu des centres de ces coniques est une hyperbole 
représentée par l équation xy = pp', les diamètres conjugués 
des paraboles étant des usymptotes. Cette hyperbole est aussi le 
lieu des points-milieux des six côtes du quadrangle variable. 

2^ Les coniques concentriques et homothétiques rencontrent une 
parabole fixe aux sommets du quadrangle variable ABGD. Son 
centre des moyennes distances est fioae. L'autre parabole circon- 
scrite au quadrangle, en restant invariable, se meut dans la direc- 
tion de son axe. En effet, l'une quelconque de ces coniques étant 
rapportée aux diamètres conjugués des paraboles, circon- 
scrites au quadrangle correspondant, son équation sera de 
la forme (2), et la variation de 6 reproduira tous les autres 
coniques. 

Corollaire. — Soient M, N deuœ points d*une parabole donnée, 
équidistants dun point fixe 0. Le milieu de MN décrit une hyper- 
bole équilatère passant par 0. 

3. — Faisons varier a, b de façon qu'on ait toujours 

(3) pma -h p'nb = q, 

m, n, q élant constantes. Alors, lejpoint Q décrit la droite (3), 
le milieu de SS' décrit une parallèle à cette droite, et l'équa- 
tion (2) représente une conique fixe. Donc : 

y** Si deux paraboles invariables se meuvent, chacune dans la 
direction de son axe, de façon que le milieu de la distance SS 
entre les extrémités de leurs diamètres conjugués décrive une droite, 
les quatre points d'intersection àe ces paraboles décrivent une 
conique à centre. 

2^ Une parabole invariable P, se mouvant dans la direction de 
son axe, rencontre une conique quelconque aux sommets du qua- 
drangle variable ABCD, qui conserve son centre des moyennes 
distances. Si cette conique n'est pas une parabole, l'autre para- 



F 
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bole P' circonscrite à ce quadrangle reste iyivariable; mais son 
axe glisse sur soi-même de telle manière que les tangentes à deux 
paraboles ABGD, aux extrémités de leurs diamètres conjugués, se 
rencontrent sur une droite fixe. 

Remarque. — En supposant les axes OS, OS' rectangulaires, 
et en posant m = n, Téquation (2) se réduit à la suivante 

(x — /?)* + (y — py = p" 4- p'* H- 2ap 4- 2bp\ 
laquelle représente un cercle. On pourrait ainsi reproduire et 
en partie compléter les propositions indiquées par M. d'Ocagne 
(/. S. 1891, p. 98). Les axes étant quelconques, en supposant 

— = — I , on obtiendrait de (2) une hyperbole équilatère, de 
centre (— p, — p')> ®tc. 



SUR LA DÉCOMPOSITION D'UNE FORME QUADRATIQUE 

EN UN PRODUIT DE DEUX FACTEURS LINEAIRES 
Par G. Méténier, professeur au Collège de Saint-Flour. 

[Suite, voir. p. 79.) 



I. — APPLICATION A LA DÉTERMINATION DES SÉCANTES COMMUNES 

A DEUX CONIQUES. 

3. — Les coordonnées étant rectilignes rectangulaires ou 
obliques, ou trilinéaires, soit : 

/"(a?, y, z) = CLX* 4- a' y* + 2bxy -h 2cxz 4- 2c'yz + d<s» = o 
f{x, y, z) = a^x* + aiy" + 2610:^ -h icixz -f- 2c[yz -+- dia* = o 
les équations de deux coniques quelconques, imaginaires ou 
réelles, mais dans lesquelles on suppose les coefficients réels. 
Si Ton suppose que X • annule le discriminant de la forme 
f — X/i, Féquation /* — X/^ = o représentera deux droites et 
sera décomposable en un produit de deux facteurs linéaires. 
Le théorème fondamental a, dans ce cas, une interprétation 
géométrique très simple. En annulant la forme quadratique 

(w, V, w) qui, d'après ce théorème, correspond à la forme 
X/*i on a, en coordonnées tangentielles,réquation quadra- 
tique des points de rencontre de la conique /* — X^ = o et 
de la droite (a, p, y), en écrivant ici a, p et y au lieu de a^, a, et a,. 
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= K. 



Kfl, Ky, les 



^h 



T> 



On peut obtenir immédiatement l'équation 9 (m, v, w) = o, en 
éliminant x, y, ^ entre Téquation f— If^ = de la conique, 
l'équation c/.x + pj/ 4- yz = o de la droite, et Téquation 
ux -+- vy -h wz = o d'un point de rencontre de cette conique 
et de cette droite. Or, en écrivant que la forme ç (u, v, w) est 
identiquement nulle, on écrit que les points de rencontre de 
la conique et delà droite sont indéterminés. Cela ne peut arriver 
que si la droite se confond avec la conique, et alors la conique 
se compose nécessairement du système de deux droites qui 
peuvent se confondre, et la droite (a, p, y) est une droite du 
système. Formons le déterminant K et nous aurons : 

a — Xa^ 6 — XCi c — Xc^ a 
b — X61 a' — Xa c' — Xcî g 
c — XCi c' — Xci d — Xdi Y 
a p Y o 

Nous désignerons par A, B, C, A', C, D, K 
mineurs de ce déterminant, œefficients des éléments a — Xai, 
6 — X61, c — XCi, a' — Xai, c — Xq, d — Xrfj, a, p, y quand 
on développe K par rapport aux éléments d'une ligne ou 
d'une colonne contenant l'élément considéré. 
Nous poserons en outre 

6- X6, 

a'— Xai 

c'— Xcl 

Désignons par Aa, A^, Ac, Aa', . . • 

minant, coefficients des éléments a — Xa^, 6 — Xt^, c — Xc^, 

. . . quand on développe A (X) par rapport aux éléments d'une 

ligne ou d'une colonne contenant l'élément considéré. 

Pour que /*— X/*! = o représente le système de deux lignes 
droites, ou pour que la forme / — X/^ se décompose en un 
produit de deux facteurs linéaires, les conditions 

(4) A = o, B = o, G = o, A' = 0, C = o, B = o, 
qui entraînent du reste les suivantes 

(5) K = o, K« = o, K? = o, K^ = o, A (X) = o, 
sont nécessaires et suffisantes. 

En outre, si l'on développe les conditions (4), on reconnaît 
facilement que trois d'entre elles seulement sont distinctes, 
et qu'on peut remplacer l'une de ces conditions par A (X) = o. 



a — Xa^ 
b - X61 
c — Xci 



c — Xci 
c — Xci 
d — Xd^ 
les mineurs de ce déter- 



= A (X). 
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En résumé» il suffira de considérer les trois équations 

A = o, A' = o, A (X) = 0, 

a S 

par exemple, et ces équations détermineront A, - et -• 

Y Y 
Désignons par H le discriminant de la forme /(o;, y, z) et 

par H' celui de la forme f^{x, y, z). En développant Téqua- 

tion A(X) = o, nous aurons : 

(6) H'X» - 0X« + e^X - H = o. 

Si X est une racine de cette équation, Téquation d'une sécante 

commune sera : 

aa? 4- Pj/ + yis = o, 
et a, p, Y sont données par les équations : 

(1) i ^^ "■ ^^*^** ■" ^^^ "■ ^^*^*^ + (a - ^«Oy' = o» 
^ ' \{d- Xdi)f« - 2(c'- Xc;)Py + (a'- ^al)Y' = o- 

On en tire : 

a c - XCi ± v/- Aa. p _ c' - Xc'i ± v/- Aa 

(o; - = ; r-; 9 - 



Y d — Xc?! Y ^ "" ^^1 

Les radicaux ne portant pas sur une même expression, on ne 
pourrait savoir, d'une manière générale, comment il faut 
associer les signes. Mais on a les relations classiques: 

AaAd — Ac = o Aa'Ad — Ac' = o, 

desquelles on tire : 



A^ / — / — A./ 



\/- Aa = - -^ /- Ad, \/ - Aa/ = - ■/ v/- ^d. 

en convenant de prendre les déterminations positives des 
radicaux. Alors les formules (8) deviendront : 

c - Xci ±-f /- ^d Q C - Xci ±— ^v^ - Ad 
(9) - = "^ ^ - ^ 



> — 



Y d — Xdi Y ^ "~ ^^1 

4. — Pour savoir comment il faut associer les signes dans 
les formules (9) il suffit d'écrire qu'elles satisfont à Tune des 
équations tirées du déterminant K, par l'application de ce 
qui a été dit au § 2. Nous écrirons, par exemple, que l'équation 
K« = o a lieu. Cette équation, développée, s'écrit : 

aAa + pAb -f- yAc = O. 

Si l'on prend des signes contraires dans les formules (9), le 
résultat de la substitution sera, après avoir divisé par y, et 
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en tenant compte de la relation 

AcAb — AaAc' = o; 
(c — Xc,) Aa + {c — Xci) Ab + (d — Xrfi)Ac. 
Et ce résultat est identiquement nul, d'après les propriétés, 
connues, des déterminants. Donc il faut prendre, dans les for- 
mules (9), des signes contraires devant les radicaux. 

Si Ton suppose d — Idi = o les équations (7) montrent 
qu'il y a une yaleur de y qui est nulle. Les formules (9) don- ^ 

a C 
neront — = — en tenant compte de A(X) = o qui se réduit ici, 

d — Xrfi étant nul, à (c — Xc^) Ac + (c' — Xci) ^c' = o. La 
forme quadratique /"— X/i admettra donc le facteur co; + c'j/ ; 
l'autre facteur sera donné par les équations (7) oU Ton fera 
d — Xd^ = o et qu'on divisera ensuite par y. 

Les deux sécantes communes correspondant à la racine X de 
l'équation A(X) = o auront donc pour équations : 

^d Aj 

(10) { ^ ^(d-Xd,). = o 

[c-XCi- -iV-Ad[aj+[c'-Xc;+— V-Aj y 
Ad Ad 

+ (d — 'kd^)z = o. 
Appelons a?, y, z les coordonnées des points de rencontre 
des sécantes d'uu même couple. Pour avoir ces coordonnées 
il faut résoudre les équations simultanées (10). On en tire faci- 
lement: 

(H) ^ = X^^.. 

^ ^ Ac Ae. Ad 

Si nous prenons la dérivée de A(X) nous aurons : 
A'(X) -- — a,Aa — a[^a' — 261 Ab — 2CtAc — 2c^^c'^ — e/^Ad. 
Dans l'équation de la conique ^(a?, y, jg) = o remplaçons 
X, y, z par les valeurs données par les équations (11) et nous 
aurons — A'(X)Ad. Ce résultat est nul si A'(X) est nulle, c'est-à^ 
dire si X est racine double de l'équation A(X) = o. Ainsi, dans 
le cas ou X est racine double de l'équation A(X) = o, le couple 
de sécantes correspondant à son centre sur chacune des coni- 
ques correspondant aux équations 

/* - o et fi^ o. 
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Ce théorème a une grande importance dans la méthode de 
M. Darboux pour la détermination des points communs à 
deux coniques. ^j^ suivre.) 



f y 



UN DEVOIR D'ELEVE 

(StUte et fin, voir page 82). 



Comme second cas, nous allons supposer que x < d< x", 
nous aurons toujours 

Y = -f- . / "«'(^ - ^0(^ - ^') , 
'*" V X — d 

Pour des valeurs plus petites que x' la valeur de Y sera réelle 




Fig. «4. 

et décroîtra à mesure que x augmentera, en commençant par 
être égale à rt oo quand a? = — oo, pour devenir nulle quand 
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05 = a?'* De a? = a?' jusque a? = d on ne pourra donner à x des 
valeurs; car les valeurs de Y seraient imaginaires : poura;=rf 
on aura Y = ± oc . A mesure que x croîtra, les valeurs de Y 
diminueront pour se réduire à o quand on fera x = x\ D*autre 
part on ne peut faire croître x au delà de x% car les valeurs 
de Y seraient imaginaires. Donc on peut déterminer la forme 
de la courbe. Nous supposerons (fig. 24J pour construire la 
courbe que a' = i x' = i x" = 3 d = 2; ce qui nous donne 
l'équation 



If z^X 



n/ 



— 05* + 4X — 3 



05—2 

Supposons enfin que Ton ait a;' < 05' < d. Je pourrai faire 

décroître x de- 
puis a?=05'; pour 
cette valeur on a 

Y = o jusqu'à 
a? = — oc, pour 
laquelle on a 

Y = ±: 00 , ce 
qui donne une 
branche à gau- 
che infinie. Pour 
la courbe auxi- 
liaire de a? = 05' 
jusqu'à X = x" 
on aura des va- 
leurs imagi- 
naires pour Y; 
enfin de a; = a?' 
jusqu'à aî = d on 
aura pour Y des 




Fig, ^6, 



valeurs qui croîtront à partir de o jusqu'à Y = ± 00 . On ne 
pourra du reste faire croître x au delà de rf, car les valeurs 
seraient imaginaires. Nous poserons x' = O; a/'= i, d = 2, 
ce qui nous donne bien l'équation 



^ / 05» — 05 

»V a? — 3 
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à laquelle correspond la courbe de la figure 25. 

c 
Supposons maintenant que 6 étant > o nous ayons d < — - , 

la valeur de 



Y= ± 



V x-d ' 



Je pourrai donner à x des valeurs au-dessous de d, aussi 
petites que je voudrai, mais la valeur de Y tendra vers une 
limite ± \/b, qui sera une asymptote parallèle au diamètre. 
A mesure que x approchera de d les valeurs augmenteront 




indéfiniment jusqu'à devenir infinies pour x = d. Nous pou- 
vons donc tracer la courbe auxiliaire à gauche. De x=^d jus- 



lia 
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que a? = — -, il n'y aura pas de valeurs réelles pour Y, en 

faisant a: = — - on a Y = o, età mesure que x augmente 

les valeurs constamment réelles augmentent ; mais tendent vers 
la même limite. Il est donc facile de tracer la courbe auxiliaire 
et la courbe définitive. Comme dans le cas précédent les 
branches infinies à droite auront pour asymptotes des 
paraboles. 
Supposons maintenant la quantité b négative, nous aurons 



Y = 



et supposons — - < d. Je ne pourrai donner des valeurs 






i<ig. V» 



à X plus petites que d, pour a? = t oa aura Y = o ; à 
mesure que x croîtra, les valeurs de Y croîtront indéfiniment. 
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jusqu'à devenir infinies pour x ^^ d. On aura donc deux arcs 
de courbe compris entre les parallèles HH', KK'. Il est du 
reste impossible de faire croître z au-dessus de d; donc la 

courbe n'aura qu'une branche. 

c 
Nous avons à faire une dernière hypothèse : d < — - • Dans 

ce cas la courbe ne diffère de la précédente que du sens 
suivant lequel est placé la partie infinie. Elle est alors 
dirigée à gauche; car pour x = d, on a Y = ± oo et 

les valeurs vont constamment en approchant de o, à mesure 

c 
que a? approche de — -• Donc la courbe sera facile à con- 
struire (fig. 28). 

Si l'on supposait 6 = et a ^if o, cela ne donnerait pas de 
forme particulière et on voit que cela rentre dans les exem- 
ples cités. Il n'en 
est pas de même 
en posant a = o, 
6 = 0, alors nous 
aurons 



y X — 




d' 
il peut arriver que 
c soit > o ou 
c < o. Dans le pre- 
mier cas je ne 
pourrai donner à 
X des valeurs plus 
petitesque(2,dans 
le second des va- 
leurs plus gran- 
des. Supposons 
c > o, partons de 
a;=:d nous aurons 
Y = ± 00. A me- 
sure que a? croîtra, 
les valeurs de Y ^^^' ^^• 

diminueroDt de manière à être nulles quand ou fera â?= ± oc. 
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Le diamètre y = x sera donc asymptote à cette courbe 
auxiliaire. Construisons- la. Les deux branches de la courbe, 
infinies à droite, seront asymptotes Tune à Tautre et à la 

bole y^ = œ. En effet, en faisant a? = oo dans t/*=a;±i/ -j 

on a j/* = X, donc la forme est déterminée. 

Supposons enfin c < o ; alors je ne pourrai donner à x 
que des valeurs plus petites que d ; la courbe auxiliaire 
sera infinie à gauche ; Ys'approche de o autant qu'on le voudra. 





Fig. 30. 

Cette hypothèse est la dernière que nous ayons à faire; car 
c = o donnerait une parabole. 

Finalement, nous avons examiné tous les cas qui pourront 
se présenter, en examinant successivement les valeurs relatives 
des coefficients et les différents signes dont ils sont affectés. 
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EXERCICES DIVERS 

Par M. Aa|r« Bontin* 

{Suite, Yoir p. 88.) 



219. — Soient AA^, BB^, 00^ trois droites concourantes 
en M, et timit^es aux côtés du triangle de référence. Les droites 
qui joignent respectivement les milieux des côtés de ABC, aux 
milieiujc des droites AA^, BB^, GGi se coupent en un point P milieu 
de la distance des brocardiens de M. 

Soient A', A, , les milieux de BG et AA, («i , ^i , yi) les coordonnées 
barycentriqnes de M. L*équation de A' A, est : 

a(Yi - Pi) + (P - yKPi + Ti) = O 

et deux autres analogues pour B'ii, , C'C^. Ces droites se coapcnt an point ; 

« _ P ^ T . 

a.(Pi+Yi) P.(a.+ Ï.) Yi(ai+P-.)' 

220. - Point de concours de deux droites de Simson rectangur- 
laires. 

Elles correspondent à deux points diamétralement opposés du cercle 
circonscrit. 

Prenons pour axe des x le c6lé BG du triangle ABC, et, pour axe dest/, 
la perpendiculaire enBàBG. Soient M, M', deux points diamétralement 
opposés de la circonférence circonscrite. Soient MB = ei, a, p les angles 
MBC, MBA, P, Q les projections de M sur BA, BG, M'B = d\ 

L^équation de PQ est : 

y X — d cos a 

cos p sin B "" cos p cos B — cos a * 
celle de la droite de Simson, correspondant à M', 

y _ a; — d^ sin g 

sin p sin B sin p cos B -h sin a * 
d'ailleurs d = 2R sin (A + a) 

d' = — 2R cos (A + a). 
Si l'on élimine x entre (1) et (2), on trouve : 

(3) 1/ = R sin 2P sin (A -4- 2a)- 

Si 5 est la distance du même point à BA. On a de même : 

(4) 8 = R sin 2a sin (G + 2p). 

Pour le lieu du point de rencontre de ces droites, on trouverait par 
rélimination de a, p entre (3) et (4) un cercle qui est le cercle d*Euler de 
ABG- (Résultat bien connu.) 

221 . — Deux droites de Simson, rectangulaires, sont les asymp- 
tote$ d^une hyperbole équilatère circonscrite au triangle. 
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D'après Texercice précédent, soit Véquation 

( y a? — dcosg \/ y a? -- d^ sin g \ _^ ^ 

cos p sin B cos ^ cos B — cos a/ \sin ^ sin B sin p cos B + sia a/ 
d'une hyperbole équilatère ayant, pour asymptotes, les deux droites de 
Simson des points M, M' ; si cette courbe passe par B, on a : 

dd^ sin a cos a 



(cos p cos B — cos a)(sin p cos B H- sin a) 
On constate aisément que cette valeur de A;* détermine une hyperbole 
qui passe également par les deux autres sommets. 

222. — Lieu des centres des hyperboles équilatères inscrites à un 
tt (angle. 

Soit, en coordonnées normales, Téquation d'une conique inscrite à un 
triangle : 

^A*x* — ^lABœy = o. 
Si c'est une hyperbole équilatère, on a : 

(1) 2dÂ* + ^ 2AB cos G = 0. 

D'ailleurs, les équations du centre sont : 

X y z 



hC-hcB cA + aG a'J + *A 
d'où, en coordonnées barycentriques : 

,«v A. B G 

(2) 



a(P + Y — a) 6(a — p + y) c{a + P — r) 
Éliminant A, B, G entre (1) et (2), il vient 



2là{^ + Y — a)*a» + 2 Jd< 



l(p + Y — a)*a* + 2^(p + Y — a)(a — p 4- y)ab cos G = o 
et, toutes réductions faites : 



2, 



\x* sin 2 A = 0, 
équation du cercle polaire conjugué. 

223. — Le lieu des réciproques des points de Gergonne, des 
coniques de l'exercice précèdent n^322, est le cercle de Longchamps. 

Les coordonnées barycentriques du point de Gergonne d'une des 
coniques précédentes sont : 

abc 

S' b' g' 

d^où, en vertu de la relation (1) de l'exercice précédent : 

^aV + ^2ab cos G ap = o. 
On peut aussi remarquer que le réciproque du point de Gergonne d^une 
con que inscrite est l'anticomplémentaire du centre de cette conique; 
donc le lieu de ce réciproque est l'anticomplémentaire du cercle polaire 
conjugué ; cette figure est le cercle de Lougcbamps. 
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CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu, de M. d'Ocagne, la lettre suivante : 

Mon ami M. Schoute vient de me faire remarquer une inad- 
vertance que j'ai commise en réduisant au cas de la parabole 
une propriété générale d'une certaine classe de courbes algé- 
briques d'ordre quelconque, que j'ai obtenue dans mon 
Mémoire de 1888 de V American Journal of Mathematics. 

Comme cet énoncé se trouve donné dans une Note que j'ai 
publiée dans le Journal de Mathématiques spéciales (1891, p. 101), 
je vous serai obligé d'en faire paraître la rectification. La 
voici : 

Si la normale en A, à une parabole, rencontre celte courbe en A', 
et si P est un point quelconque de celte normale, la corde qui joint 
les pieds des deux autres normales, que du point P on peut mener 
à la parabole, rencontre le cercle décrit sur PA' comme diamètre 
aux points oii ce cercle est coupé par le diamètre issu de B et par 
la tangente en ce point. 

EXERCICE ÉCRIT 



55. — D'un point M, du plan d'une ellipse. E, on abaisse 
les normales sur cette ellipse. On considère l'hyperbole équi- 
latère H passant par les pieds des normales, et les deux 
paraboles P, Q passant par ces mêmes points. 

1^ Quel que soit M, la différence des carrés des paramètres 
des paraboles P, Q est dans un rapport constant avec le carré 
de l'axe de H. 

2® Si le point M décrit une courbe u, le point de concours 
des axes p, q des paraboles P, Q décrit une courbe homogra- 
phique de u. 

3** Les axes p, q coupent E, en quatre points situés sur une 
circonférence F. 
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a) Trouver le lieu décrit par M, quand r passe par le centre 
deE. 

b) Trouver le lieu décrit par M, quand r a un rayon 
constant. 

4** Démontrer que M et le centre de F décrivent, quand l'un 
d'eux est mobile, des lieux homographiques. 

(E. M, Barisien,) 

Notes sur Texercice 54. 

1* Soient a/^y' les coordonnées du point M. L^équation de P' est 

«a 
y{yy^ — po? — paf) h — , {x — a/)* = o. 

On faisant a; = o, on a 

4^V* — 4P^'y'y-\-p^af*= o 
ou (2yy' — px')* = o. 

La parabole P' touche Taxe des y eu un point B tel que 

OB = ^ = -• 
22/' 4 
Par suite, le lieu du point G est la parabole II qui correspond à 

Téqualion 

Sy* — px = o. 

2* En observant que le foyer d*une parabole inscrite dans un angle droit 
coïncide avec la projection du sommet de Tangle droit sur la corde des 
contactF, on trouve, pour représenter le lieu demandé, 

8x {x^ + y*] = py\ 

30 Les paraboles P' , P" ayant, respectivement, pour équation : 



\x y' / œ^y' ^ ' 

\x y J x'y 



On voit que la cordé commune CD est représentée par 

Elle coupe la tangente en M sur Taxe ox. 

4* Ck)nsidérons une parabole quelconque tangente aux axes ; soit 

\a b I ab 

son équation. 

En cherchant son intersection avec ia parabole proposée, on est con 
duit à une équation en X. L'une des rac nés de celte équation est 

Xi — — • 
pa 

Les deux autres racines sont données par Péquation 

k'X* — fe'X 4- 2 = o, 

dans laquelle on a posé k' = — . 

pa 
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Les trois racines sont réelles, si l'on a 

a(pa — 86*) > 2. 

En considérant le plan comme partagé aux réglons par Taxe oy et par 
la parabole II, précédemment trouvée, on voit qu'il y a quatre points d'in- 
tersection réels à Tintérieur de cette parabole; deux réels, deux imagi- 
naires, entre II et oy; enfin, quatre points imaginaires dans la troisième 
région. 

5« Pour traiter cette dernière partie on peut utiliser la remarque sui- 
vante. 

L'équation 13* = V, (U, V fonctions du premier degré en x, y] représente 

une parabole et U = (iV H > est Véquation d'une tangente quelconque. 

La courbe demandée correspond aux formules unlcursales 
X I y wi^ + m4-2 

p (m -h 2)(m* + I ) p 2m(wi* ~h 1 )(w -h 2) 



QUESTIONS PROPOSEES 



349. — On considère une hyperbole équilatère H; par Fan 
des foyers F, on mène À parallèle à Tune des asymptotes de 
H. D'un point M, mobile sur H, on abaisse une perpendicu- 
laire MP sur A. 

Démontrer que le cercle inscrit au triangle FMP a un rayon 
invariable. (G. L,) 

350. — On considère une ellipse F et le cercle A inscrit au 

losange formé par les sommets de F. D'un point M, mobile 

sur F, on peut mener à A deux tangentes qui touchent A : 

l'une en P ; Fautre en Q. Les axes de F coupentles droites MP, 

MQ respectivement aux points P', Q'. Démontrer que le 

PP' 
rapport rrrr-, est constant. (G. L.) 

351. — On considère la famille des cubiques dont Féqua- 
tion est œ^ = ay*. 

D'un point du plan on mène les tangentes et les normales 
à ces cubiques. 

1® Lorsque le paramètre a varie, le lieu des points de con- 
tact des tangentes est une hyperbole équilatère, celui des 
pieds des normales est une ellipse. 
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2** Le lieu des points d*où Ton peut mener à la cubique 

quatre normales formant un faisceau harmonique est une 
parabole. (E.-N. Barisien.) 

362. — On donne une ellipse, un point P qu'on joint aux 
foyers. Démontrer que les centres des sécantes communes au 
système des deux droites ainsi obtenues et à Tellipse sont sur 
l'hyperbole d'Apollonius du point P. (Gh, Michel.) 

353. — 1® Trouver les nombres qui sont, à la fois, triangu- 
laires et pentagonaux;c'e5/-à-dere; résoudre en nombres entiers. 

l'équation 

x{x -f i) y(3t/ :?: i) 

2 2 

I 

2° Théorème. — Tout nombre triangulaire, s'il n'est pas pen- 
tagonal, est la somme de moins de sept nombres pentagonaux. 

8^ Théorème. — Si, au double d'un nombre triangulaire, on 
ajoute un carré, on obtient la somme de deux nombres trian- 
gulaires (l'un de ceux-ci peut être nul) (*). 

4® Dans quels cas a-t-on 

(Catalan.) 



(*) Presque évident. 

(**) On trouve, en particulier: 

Cl04,39 = Gl03,40 ; 0714,272 = 0713,273. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



I Al PRIMER IB CBHTRALB DBS CHBI1IN8 Hit FER. — IMPRIMBRIB CHAIX. 
RUB BBRQBRB, SO, PARIS. — 8960*4-92. 
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SUR LE DÉPLACEMENT D'UNE FIGURE PLANE 

DANS SON PLAN 
Par M. Balltrand» ancien élève de l'École Polytechnique. 



Nous nous proposons d'étudier le déplacement géométrique 
d'une figure plane, de forme invariable, surtout au point de 
vue de la courbure des trajectoires de ses points. Le déplace- 
ment infiniment petit de la figure peut être obtenu par une 
rotation autour d'un point I, appelé centre instantané de 
rotation. 

Prenons, dans le plan delà figure, deux axes de coordonnées 

ox et oy. Soient (a;, y) les coordonnées d'un point quelconque M; 

a et p celles du centre instantané de rotation I ; os' et y' celles 

d'un point M' infiniment voisin de M. Désignons par «p l'angle 

de IM avec ox. On a : 

x' = X — MM' sin 9, 

y' = y + MM' cos 9; 
d'oîi 

( doj = ^ (y - p) d^, 

^ \ dy =z (x "- cf) d^. 

En différentiant ces formules on obtient : 

^ ^ I d»» = (ce - a) d'cp - (y - p) d<p'» — dçda. 
Supposons maintenant l'origine des coordonnées au point I; 
<p étant la variable indépendante, on a d'^cp = o. Eofin, choi- 
sissons la direction de l'axe des x de façon que dp soit nul, 

et posons 

doL _ , ^ 

d(^ 
les formules (1) et (2) deviennent : 
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Cela posé, soit 

(X - xy -H (Y -- y')^ - R« = o, 
réquation d'un cercle. Si nous exprimons qu'il passe par les 
trois points 

(a?, y) {x -h dx, y -\- dy) {x + dx + d*x, y -h dy + d^y) 
il coïncidera avec le cercle osculateur à la trajectoire du 
point M : a et ^ seront les coordonnées du centre de courbure, 
R sera le rayon de courbure. 

On obtient ainsi les trois équations 

{x - x')dx -h {y- y')dy = o, 
[X — x')d'^x -h (y — y')d^y -h cte* + dy» — o. 
Les deux dernières donnent 

X s! ^ dyjdx^-hdy^) 
dxd^y — dyd^x ' 
,_ — dx(dx^ + dy^) 
^ ^ "**" dxd^y - dyd^x ' 
La première donne ensuite la formule classique 

3 

^^ {dx^ + dy^f ^ 
dxd*y — dyd*x 

En remplaçant dxy dy, d^x, d*y par leurs valeurs tirées des 
relations (3) et (4), on obtient les formules 

^^ x^-i-y^—ky ^ x^-i-y^—ky 

Nous retrouverons ces formules plus loin par une autre 
méthode. L'expression du rajon de courbure devient 

^ ^ x^+y^-^ ky 

En coordonnées polaires (Y, ô) 

^ ^ Y — A; sm 6 

L'expression du rayon de courbure montre qu'il devient 
infini lorsque oî* + j/» — fcy = o. Le cercle représenté par 
cette équation porte le nom de cercle des inflexions. D'où ce 
théorème : 

Le lieu des points pour lesquels le rayon de courbure est infini, 
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cest-à-dire qm, à V instant considéré, se trouvent en un point 
iinfleoAon de leur trajectoire^ est le cercle des inflexions. 

De même, si a?' + i/* = o, R =- o. Donc : 

Le lieu des points qui, à un instant donné, co'incident avec le 
centre de cour bure de leur trajectoire, se compose des droites iso^ 
tropes, issues du centre instantané de rotation. 

La courbe du sixième ordre qui a pour équation 
(a?* -f- y*y — a*(a?* + y* — ky)* = o ; 
ou, en coordonnées polaires 

Y* — aY H- ak sin 6 = o, 
représente le lieu des points qui, à Tinstant considéré, ont un 
rayon de courbure égal à a. 

La relation (7) peut se mettre sous d'autres formes bien 

connues, que nous allons indiquer. La droite IM rencontre le 

cercle des inflexions en N. On a 

MN = r — Asinô, 
donc 

Soit ti\af, î/') le centre de courbure de la trajectoire du 
point M. La relation (8) s'écrit : 

IM* 

IM - IM^ = , 

IM - IN 

d'où 

(9) ±-±=^. 

^ ^ IM IM' IN 

Cette relation prouve que les points M et M' décrivent sur 
la droite IM deux divisions homographiques dont les points 
doubles sont confondus en 0. Si M passe à l'infini. M' vient 
en N' symétrique de N par rapport à I. Si M' passe à Tinfini, 
M vient au point N. 

La relation (9) permet d'exprimer les coordonnées de M'en 
fonction de celles de M, et réciproquement. En effet) Ton a 





X 


y 










"^» 








x' 


y' 
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I 
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v/x* -\- j/* 


\Jx 


" + y" 


1 


IN 


IN = -7^ 


ky 




ky' 





puis - y ^. ^ ^^ ■• ::= Y^i 

avec 



\/x^ + y* y/œ^» -4- y'« 



œ» 


ky* 


■ky • 


X* 


ka/y' 


ky 


x" 


+ y'* - 
ky'* 


^-ky' 
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On en déduit 

(5) î 

( a: = 
(10) j 

( ^ ~ as'* + !/'* H- %' 

On voit que la transformation qui permet de passer de M 
à M' n'est pas homographique. Elle appartient à la classe des 
transformations Crémona et elle est du second degré. Par con- 
séquent, si Ton considère le déplacement d'une courbe de 
degré m, les centres de courbure des trajectoires de ses points 
se trouvent à un instant donné sur une courbe de degré 2171. 

Les formules (10) montrent que x eiy deviennent infinis si 
x'« + y'» -f- ky' = G. 

Le cercle G, représenté par cette équation, est symétrique 
du cercle des inflexions par rapport à Ox. Donc : 

Dans le déplaœmenl d'une figure planCy les centres de courbure 
des trajectoires des points situés à l'infini sont sur le cercle G, 

La relation entre M et M' n'est pas homographique. Elle 
est du second degré. Ainsi, lorsque le point M décrit une 
droite A, le point M' décrit une conique. Ce théorème est 
dû à Rivais, et nous désignerons la conique, sous le nom 
de conique de Rivais. 

Soit ux -h vy — I =0 

réquation de la droite ; l'équation de la conique de Rivais, 
correspondante, est 

ky{ux •+• vy) — (ce» H- y* -h ky) = o. 

Elle est osculatrice en I au cercle G, et elle passe par l'in- 
tersection de ce cercle et de la parallèle menée, par I, à A. D'oh : 

Théorème I. — Les centres de courbure des trajectoires des 
points d'une droite A se trouvent sur une conique osculatrice y enl, 
au cercle G et passant par le point de rencontre de ce cercle et de 
la parallèle menée par I à A. 
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Théorèmell. — Si Von considère les droites parallèles à une 
direction fixe; les coniques de Rivais correspondantes ont leurs 
centres sur une droite. 

Théorème III. — Quand la direction fixe varie , les droites 

lieux des centres des coniques de Rivais passent par un point fixe j 

le centre du cercle G. 

(A suivre.) 



SUR LA DÉCOMPOSITION D'UNE FORME QUADRATIQUE 

EN UN PRODUIT DE DEUX FACTEURS LINEAIRES 
Par G. Méténier, professeur au Collège de Saint-Flour. 

(Suite, voir. p. 105.) 



5. — Nous remarquerons que si chacune des équations 
f(x, y, ^) = o, /i {x, y, js) = G représente un couple de droites, 
on a H = , et H' = o . L'équation (6) a une racine nulle 

et une racine infinie. La troisième racine a pour valeur -— 

et donne le couple de sécantes distinct de f=o et de /^ = o. 
On voit que, dans ce cas, l'équation (6) a toujours ses racines 
réelles. 

Théorème. — Une racine imaginaire de V équation en X donne 
toujours un couple de sécantes communes imaginaires. 

Par l'application du théorème du § 2, le déterminant E nous 
donne les six équations fondamentales 

(H) A = o, B = o, G = o, A' = o, C = o, D = o. 

Donnons à X, dans ces équations, la valeur imaginaire p + iq. 
Supposons que Tune au moins des droites du couple corres- 
pondant soit réelle, et que a, p, y soient les valeurs réelles des 
coordonnées de cette droite. Il faudra que, dans chaque équa- 
tion (il), le coefficient de i et le terme indépendant de i soient 
séparément nuls. On aura donc les deux systèmes d'équa- 
tions : 



i 26 JOOBNAL DK MATHtMATIQDIS SPACULBS 



(12) 



(13) 



dp* — 2c'Py + û^V = Oy 

c'a* + oPy — ^*Y "" <^*? = O, 

d^a* — 2CiaY 4- a^Y* = O, 
djp* - 2c;iBy 4- a'iY* =: o, 



Les six équations du groupe (12) exprimeul que la conique 
f (a?, y, z) = o se réduit au système de deux droites d'après 
le théorème fondamental, et les six équations du groupe (13) 
expriment de même que la conique /i (a?, .y, ^) = o se réduit 
aussi au système de deux droites. Ainsi, une racine imagi- 
naire de réquation en X ne pourrait donner un couple ayant 
au moins une droite réelle, que si chacune des coniques se 
réduisait à un système de deux droites. Mais nous savons 
que, dans ce cas, Téquation en X n'admet pas de racine ima- 
ginaire. Donc une racine imaginaire de l'équation en X donne 
toujours un couple de sécantes communes imaginaires. 

Théorème. — Une racine réelle de Véqiuitionen X donne un 
couple réel ou imaginaire suivant qu'elle rend négatif ou positif 
un des mineurs principaux du déterminant A(X). 

A cause des relations classiques : AaA^ = A?, Aa/Ad = A?/, 
AflAa' = Aft, on sait que les trois mineurs principaux Aa, Aa^ 
et Ad sont de même signe pour la valeur de X, racine de l'équa- 
tion A(X) = o. La démonstration du théorème résulte alors 
immédiatement de la considération des formules (9) qui 

montrent que - et- sont réelles ou imaginaires suivant que 

Ad est négatif ou positif. 

6. Théorème. — Deux coniqms quelconques admettent 
toujours un couple de sécantes communes réelles. 

La considération du déterminant A(X) et de son adjoint nous 
donne la relation connue : 

(14) (d - Xd,)A(X) = AaAa' - A?. 
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Considérons Téquation A» = o qui, développée, devient : 
Aa = (ajrfi — ci*)A* — {a'dy -f- a\d — 2C'ci)X + a'd — c'* = o. 

Supposons d'abord ses racines réelles et inégales ; dèsi- 
gnons-les par X' et X'. En substituant ces valeurs dans (14), 
nous aurons : 

^^^^ (rf - X'd,)A(X') = - (A?))/', 

Si nous substituons 3- à X, dans Aa, nous aurons— (ci — — c')* 

c' d 
résultat négatif ou nul. S'il est nul, -7 = — . Alors on rem- 

Ci d^ 

placera Téquation Aa = o , par l'équation Aa' = o. Le 
résultat de la substitution de — à X sera — (c. t — c)*. Il 

est négatif ou nul. S'il est nul — = — ; et, par suite, 

— = -7 = -7 . Alors on remplacera les équations (7) par 

Cl q a, ^ ^ 

celles-ci : 

(«' - ^^i)f - 2(c' - Xc;)yP -h (d - Xd,^p« = o, 
^ (a' - Xaî)a« - 2(6 - X6i)aô -+■ (a - Xajp» = o. 

Aa et Aa' seront remplacés par Aa et A^^. On considère l'équa- 

tion Ad = o, et on remplace X, dans cette equatioo, par —r* 
On trouve encore que le résultat de la substitution est nul ou 

négatif. S'il est nul, — = -;• On considère alors l'équation 

bi (h 

a' 
Aa = o 011 l'on substitue —,• Si le résultat de la substitution 

est nuljOnaura — = — , • On associe alors la première des 

Cl ai 

équations (7) à la dernière des équations (16). On est conduit 
à considérer les deux équations Aa/ = et A^j = o, dans 

lesquelles on substitue — • Si les résultats des substitutions 

sont nuls, il faudra qu'on ait, en résumé : 

a ^_^b__c_^c'^d 

a^ ai bi Cl c\ d^ 



128 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

Dans ce cas, les deux coniques coïncident, et il y a une infi- 
nité de sécantes communes réelles. Supposons donc qu'il 
n'en soit pas ainsi et qu'un au moins des résultats des sub- 
stitutions ne soit pas nul^ par exemple 

- « I - cT. 

Ce résultat sera négatif : nous nous servirons des équations 
(7), et nous considérerons l'équation Aa = o. 

On peut faire l'hypothëse aîd^ — c? 7^0, Car, cela revient 
à supposer que la conique fi = o n'est pas tangente à l'axe 
des y, ou à un côté donné du triangle de référence, supposi- 
tion évidemment permise, puisque, d'après les propriétés 
des subsiilutioQS linéaires, elle peut être réalisée à l'aide 
d'une transformation réelle des coordonnées, n'altérant pas 
le caraclère de réalité d'une racine de l'équation en X et du 
couple de sécantes communes correspondant. Alors nous 
aurons deux cas à distinguer : 

/" Cas. — Uidi — cp > o. Dans ce cas, — est compris entre 

les racines X' et X' de Aa = o ; et, par suite, d — Xd^ et d — X'dj 
sont de signes contraires. D'après les relations (15) il en est 
de même de A(X') et A(X''). Gonséquemment X' el X" compren- 
nent au moins une racine réellede l'équation A(X) = o, et A^ sera 
négatif pour cette racine. Le couple de sécantes correspon- 
dant sera donc réel. 

2® Cas. — a\di — c[* < o. — Dans ce cas, — est extérieur aux 

«1 
racines X' el X'. Alors d — X'd^ et d — X'^^ sont de même signe. 

D'après les relations (15), il en sera de même de A(X') et A(X'). 
Donc X' et X" comprennent zéro ou deux racines de A(X) = o. 
Si cette équation n'a qu'une racine réelle, elle sera nécessai- 
rement extérieure à X' et X", et si elle en a trois, il y en aura 
toujours une extérieure à X' et X''. Cette racine rendra Ao né- 
gatif, et le couple de sécantes correspondant sera réel. 

Supposons maintenant les racines de l'équation Aa = o 
imaginaires ou égales. Nous aurons, dans ce cas : 

(a'di 4- a\d - 2&c\y - 4{a\d^ - c\*){a'd - c'«) < o. 
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Or, celte condition se transforme en : 
U'd, - o;d - 2 -^ H- 2c'cn -h 4 \a\d^ - c'AU ^\ < o. 

On le reconnaît en effectuant les calculs, et en constatant 
l'identité des deux premiers membres de ces inégalités. Cette 
condition, pour être remplie, exige évidemment que Ton ait : 

aldi — ci* < o. 

Mais dans ce cas, Aa conservant invariablement le signe 
du coefficient de X* sera par suite toujours négatif. Donc le 
couple correspondant à une racine réelle de Téquation en X 
sera lui-même réel. Le théorème est donc démontré. 

De la démonstration qu'on vient de faire résulte encore le 
théorème suivant : 

Théorème. — Si l'équalion formée en annulant un des mi- 
neurs principaux de A(X) a ses racines égales ou imaginaires, les 
deux coniques admettent autant de couples de sécantes communes 
réelles que V équation A(X) = o admet de racines réelles. 

On peut en effet répéter, sur les équations Aa/= o et A<|= o, 
le raisonnement qu'on vient de faire sur Aa = o dans le cas 
où les racines de cette équation sont imaginaires. On sait 
du reste, que les trois mineurs principaux sont de môme signe 
pour une valeur deX, racine de l'équation A (X) = o. 

Ce théorème s'applique déjà à un très grand nombre de cas, 
et permet alors de déterminer, pour ainsi dire a priori, le 
nombre des couples réels, quand on connaît le nombre des 
racines réelles de l'équation en X. (A suivre.) 



SUR UN THEOREME, CONNU, DE GEOMETRIE 

DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE 

Par M. A. Boulanger, ancien élève de l'École polytechnique, 
professeur aux Écoles académiques de Lille. 



Le théorème que nous nous proposons d'établir par des 
considérations élémentaires est le suivant : 

« Étant donnée une ellipse, on mène des cordes parallèles entre 

JOURNAL DB MATH. SPÉC. — 1^92. 6. 
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elles; sur ces cordes^ comme diamètres , on décrit des circonférences ; 
Venveloppe de ces circonférences est une ellipse qui a pour foyers 
les extrémités du diamètre conjugué des cordes considérées. » 

M. Mannheim, dans son Cours de Géométrie descriptive de 
Vécole Polytechnique (H® leçon, p. 12S-126), établit incidem- 
ment cette proposition, en considérant Tellipse donnée comme 
la perspective cavalière, du contour apparent d'une sphère. 





Fi9,4, 



Fig. 2. 



On peut aussi la démontrer directement, d'une manière très 
simple, comme il suit. 

Soient AB et A'B' deux cordes parallèles très voisines; M 
et M' leurs milieux; iz le point de concours de AA', BB', MM'. 
le point t: est centre de similitude des cercles G et G' décrits 
sur AB et A'B' comme diamètres. — Soient 6 et Ôj les points 
communs aux deux cercles; les positions limites de ces points 
quand A'B' se rapprochera indéfiniment de AB seront les points 
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de contact du cercle G avec son enveloppe. — Or la droite ôOj, 
axe radical de G et de G', est équidistante des polaires 8 et 8' 
du centre de similitude tz par rapport aux cercles G et G'. A la 
limite, it tend vers le pôle P de AB, par rapport à l'ellipse; 8 
et S' tendent vers la polaire D, de P. par rapport au cercle G; 
La droite 6ôi, toujours comprise entre 8 et 8', a donc pour 
limite D. 

l^a recherche de l'enveloppe est alors ramenée à celle d'un 
lieu géométrique. 

Soit AB une position de la corde mobile, M son milieu, P 
son pôle par rapport à l'ellipse, F et F' les extrémités du 
diamètre de l'ellipse, conjugué de la direction AB. La division 
(PFMF) est harmonique. — Sur AB comme diamètre, on décrit 
un cercle, et, par le point P, on mène les tangentes à ce cercle; 
il s'agit de trouver le lieu des points de contact T et T^ de ces 
tangentes. 

Le faisceau T(PFMF') est harmonique, et les droites TP et 
TM sont rectangulaires. 

Par suite TM est bissectrice de l'angle FTF', l'on a 

TF TF' TF + TF' 
MF "^ MF "^ FF 

TM^ = TF.TF - MF. MF'. 
On déduit, de ces relations : 

TM^ TF TP , (TF ^ TF)^ , 

^^ MF. MF' MF MF' FF» 

Soit, d'autre part, le centre de l'ellipse, aob le diamètre 
parallèle à la direction AB. 

Le deuxième théorème de Newton, relatif aux sécantes dans 
les coniques, donne : 

m' MÂ^ 

(2) 



OF^ MF.MF' 

Si l'on observe que TM ~ MA, les relations (I) et (2) don- 
neront : 



(TF + TF)* oa 

= 1-4- 



2 



c'est-à-dire 



FF'^ Opî 
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4 / ^^' J 

\/ I + = 2\/ 



TF + TF' = FF'. V ï + Qp7 = ^V oa' + OF^ = 2v/ a» 4- f», 

a, p désignant ies demi-axes de l'ellipse donnée. 
" Le lieu du point T, ou Tenveloppe cherchée, est donc une 
ellipse de foyers F et F', et dont le demi-grand axe est le rayon 
du cercle de Monge, de l'ellipse donnée. 

^ota. — Ce théorème a été le sujet d'une composition au 
concours d'agrégation de l'enseignement spécial, en 1881 . 



NOTE SUR LE CENTRE DE GRAVITE 

DES SOLIDES A LA MESURE DESQUELS EST APPLICABLE 

LA RÈGLE DES TROIS NIVEAUX 

Par M. Frétille, ancien élève de l'École Polytechnique, 
principal du Collège de Bône. 



Appelons tronc polyédrique le polyèdre compris entre deux 
bases situées dans des plans parallèles et des faces latérales, 
triangles ou trapèzes, qui s'appuient à la fois sur les deux 
bases; et section médiane une section faite dans le tronc parle 
milieu de la hauteur, parallèlement aux bases. 

Pour plus de commodité, nous supposerons ces bases hori- 
zontales; enfin nous désignerons pur les lettres B, 6, 6', H, la 
base inférieure, la base supérieure, la section médiane et la 
hauteur. 

Lexnine. — Si on appelle d la distance de deux arêtes oppo- 
sées d'un tétraèdre et p l'aire du parallélogramme déterminé 
dans le tétraèdre par un plan parallèle à ces arêtes et également 

2 

distant de ces droites j le volume du tétraèdre est - pd. 

Soient (fig. 4), ABCD le tétraèdre, mnpq la section indiquée 
dans renoncé, d la distance de AB et de CD. 

Sur la base BGD construisons le parallélogramme BGDp ; 
puis, sur ce parallélogramme, un parallélépipède ayant AB 
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pour arête, ABCDaPyS. Soient P le volume de ce parallélépi- 
pède, T celui du tétraèdre : 
évidemment 



D'ailleurs^ la distance 
des faces ABap et CDyS 
étant la même que celle de 
AB et de CD, on a : 
Enfin P = DCyS X d. 
GD=2np, D8=AB=2mn. 

Donc: 

DCyS = i\mnpq. ^ 

Multipliant et réduisant, 
on trouve 

2 

T = - mnpq x d. 




Fig, 4. 



Règle des trois niveaux. — Le volume dû tronc polyédrique 
a pour mesure (*) 

5 (B + 6 H- 46'). 

Nous allons donner, de ce théorème, une démonstration nou- 
velle, au moyen d'une décomposition qui a l'avantage de 
rendre accessible la recherche du centre de gravité. 

Partageons les faces latérales qui sont des trapèzes, comme 
MNPQ (v. fig. 2;, en triangles tels que MNQ, MQP. Puis, de 
même, partageons la base inférieure en triangles ayant pour 
sommet commun un point G, et pour bases les côtés de cette 
base, et tels que CPQ. Enfin, ayant pris un point A, sur la 
base supérieure, considérons-le comme le sommet de pyra- 
mides ayant pour bases ces différents triangles. A chaque 
face latérale correspondra ainsi un groupe de trois tétraèdres 
tels que AGPQ, AMNQ, AMPQ. Il suffit de considérer un 
seul de ces groupes, dont l'ensemble constitue le tronc. 

Le plan médian coupe les tétraèdres ci-dessus suivant les 

{*) Voyez, & propos de cette formule (due h Sarrus, d'après M. Cata- 
lan) la note insérée daps le Journal 1886, p. 79, (r. L. 
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triangles ort, rsv, dont les côtés sont respectivement paral- 
lèles à ceux de GPQ et de AMN, et suivant le parallélogramme 




Fig. 2. 



rvut, dont les côtés sont parallèles à AM et è PQ. 
Ge'a posé, on a: 

vol AGPQ=?.GPQ, 

3 

ce qui peut s'écrire : 

= ~ (GPQ -^ 4orO, 
puisque GPQ = ^{ort. 

De même, vol AMNQ = — (AMN -h rsv). 



Enfin, 



vol AMQP =z^,rtuv. 





En additionnant, nous trouvons pour le volume du groupe 
de tétraèdres : 

- (AMN + GPQ -H A.orsvut) 
o 
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et, en réunissant les différents groupes : 

vol. tronc = - (B + 6 -*- 46'). 

o 

Théorème. — Le centre de gravité du tronc polyédrique est 

le centre de trois forces parallèles appliquées aux centres de 

gravité de la ba^sc inférieure, de la base supérieure et de la 

section médiane, et respectivement proportionnelles à B, b, 4b'. 

Soit (fig. 2) a le centre de gravité du tétraèdre AGPQ, 

p celui du triangle CPQ, 
Y — — ort, 

8 — — AMN, 

e — — rsVj 

î celui du parallélogramme rvut . 
Il est aisé de reconnaître que C est aussi le centre de gravité 
du tétraèdre AMPQ. Car, le poids de ce tétraèdre étant rem- 
placé par quatre forces égales appliquées en ses sommets, ces 
forces se ramènent h deux forces appliquées en r et m ; etc. 
Gela posé, et la densité du corps étant supposée égale à i, 

le poids de AGPQ se ramène à une force égale à ~ • GPQ, et 

3 

appliquée en a. Gomme d'ailleurs a est le milieu de la droite 

Py, on peut remplacer cette force par deux autres appliquées 

en p et y, la première égale à — • GPQ et la seconde égale à la 

ziH 
première ou à ^ • ort, puisque GPQ = 4or/. 



De même le poids du tétraèdre AMNQ sera remplacé par 

deux forces appliquées en B et e, et respectivement égales à 

H ,„^, , 4H 

-. AMN et a ^•rsv. 
6 6 

Enfiu le poids du tétraèdre AMPQ est égal à ^- rstu; il 

est appliqué en Ç. 

La même analyse étant appliquée aux divers groupes de 
tétraèdres qui composent le tronc, le poids de ce solide se 
trouvera remplacé par trois groupes de forces : 

1® Des forces appliquées à la base inférieure, comme ^CPQ 
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en P; elles ont pour somme -^ B et pour centre le centre de 

gravité de la base, puisqu'elles sont proportionnelles aux 
triangles qui composent cette base et appliquées au centre' 
de gravité de ces différents triangles ; 

2® Des forces analogues, appliquées à la base supérieure; 
leur résultante est appliquée au centre de gravité de cette 

base et égale ^-^ b; 
3^ Des forces appliquées à la section médiane, comme 

^ ort en y, ^ rsv en e, ^ rvul en î ; leur résultante 



^H&' est appliquée au centre de gravité de la section. 

Ainsi le poids du tronc peut être remplacé par trois forces 
appliquées aux centres de gravité des bases et de la section 

médiane et respectivement égales à — B, — 6, %r- h\ ou plus 

o o 6 

simplement proportionnelles à 6, 6, 46'. 

Moment du tronc polyédrique par rapport aux plans des 
BASES ET AU PLAN MÉDIAN. — Le moment des trois forces ci- 
dessus, par rapport au plan de la base inférieure, est 

H* 

— (6 -H 26'); par rapport au plan de la base supérieure: 

H* 4H* 

-r- (B -4- 26) ; par rapport au plan moyen : -~- (B ~ 6) . 

Aucun de ces moments ne dépend, à la foiS; de B, fret 6', ni 
par conséquent du volume du tronc, résultat assez inattendu . 

Distance du centre de gravité du tronc aux bases. — Soient 
X et Y les distances de ce point à la base inférieure et à 
la base supérieure ; en égalant le moment du poids total aux 
valeurs déjà trouvées, nous avons : 

?(B-h6 + 46')X=^(6 -h 26'), 

? (B -4- 6 + 46O Y = Ç (B + 26») ; 
o o 

,. . , X 6 + 26' 

et, en divisant : = = -^ — • 

Y B + 26 ^4 suivre.) 



JOURNAL DE MATHÉHATIQUES SPÉCIALES 137 

I ^w^^^^— ^^— I I II I ■■ I ' * J - ' 

ADDITION A L'ÉTUDE DU TRIFOLIUM 

Par M. H. Brocard. 



Les propriétés des circonférences passant par deux points 
P, S diamétralement opposés sur l'hyperbole équilatère {Mé- 
moire sur le Tnfoliumy p. 40, fig. 19) peuvent être complétées 
par l'indication suivante : 

Les points où les circonférences rencontrent la droite AOZ 
sont les sommets d'un rectangle dont une diagonale est MM' 
et dont les côtés sont parallèles aux asymptotes de l'hyperjbole. 

C'est une application assez curieuse de la notion du rectangle 
asymptotique^ employée pour la première fois par Bobillier, 
{Ann. de Gergonne, XIX, juin 1829. Mém.sur Vhyp. éq.y p. 388) 
et dont M. P.-H. Schoute a fait ressortir l'importance et l'uti- 
lité pour l'étude de l'hyperbole équilatère (Ueber die Curv. 4* 
ordn, mit 3 Infl. Arch. de Grunest-IIoppey 1886 et Bulletin des Se. 
math., 1884, 278). 

Ce rectangle asymptotique s'obtient en menant par deux points 
quelconques 0, P de l'hyperbole équilatère, des parallèles 
aux asymptotes. 

La seconde diagonale AB passe alors par le centre G de 
l'hyperbole. 

On en conclut immédiatement la proposition suivante : 

On donne deux droites rectangulaires OA, OB et un point G 
par lequel on mène des sécantes AGB. On trace la circonfé- 
rence AOB ayant AB pour diamètre. Le lieu des points M, N 
d'intersection de cette circonférence par la corde MGN per- 
pendiculaire à AB est l'hyperbole équilatère passant par les 
points M, N, 0, P, dont le centre est G et dont les asymptotes 
sont parallèles aux droites OA, OB. 
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CONCOURS GENERAL 

(23 mai 1892.) 



Mathématiques spéciales. 

Une quadrique Q est circonscrite à un ellipsoïde donné F. 

A étant le pôle par rapport à Tellipsolde du plan P de la courbe de 
contact des deux surfaces : 

!• Démontrer qu*en général il y a trois quadriques Q^, Q„ Q3 bomo- 
focales avec E et telles que les plans polaires P^ , P,, P5 du point A par 
rapport aux surfaces Qi, Q,, Q^, passent par le centre de Q. 

2» Les plans P„ P,, P3 sont les plans principaux de Q; et les coniques 
Gn Cfl, Gj intersections des surfaces (PiQi); (P^Qs); (^sQs) sont les focales 
de cette quadrique. 

3' Les projectious orthogonales des coniques Ci, Gs, C3 sur les plans 
principaux do E sont des coniques liomofocales. En particulier, on pro- 
jettera sur le plan principal contenant les axes majeur et moyen de 
Tellipsoïde E. Chercher le lieu des foyers des coniques projetées, quand 
Q varie en restant circonscrite à Ë ; le plan P de la courbe de contact ne 
changeant pas. 



BIBLIOGRAPHIE 



Traité de Oéoxnétrie analytique à trois dimensions, par 

G. Salmon : ouvrage traduit de Tanglais sur la quatrième édition, par 
0. Gbemin, ingénieur en chef des Ponts et Ghaussées (Troisièmb partie, 
Gauthier-Yillars et fils, 1892). 

Gétte troisième partie qui complète Tœuvre monumentale du géomètre 
anglais, comprend Tétude des surfaces dérivées de quad^iqws^ celle des 
surfaces du troisième et du quatrième degré^ et elle se termine par une 
exposition de la théorie générale des surfaces, 

MM. Gauthier-Yillars et fils qui ont poursuivi^ avec une si louable per- 
sévérance ce grand travail, entrepris depuis longtemps, ont voulu que 
Tœuvre de Salmon, toute entière, fut traduite en français. Us émettent, dans 
la préface, qui accompagne ce dernier volume, Tespoir que les ouvrages de 
Salmon occuperont, grâce à cette traduction, dans renseignement scienti- 
fique français, la place qulls méritent. Ils peuvent être, à cet égard, 
pleinement rassurés et l'espérance qu'ils manifestent correspond, heu- 
reusement, à un fait accompli depuis longtemps. 

Cours de Mécanique analytique, par Ph. Gilbert, correspondant 
de rinstitut de France, professeur à l'Université de Louvain (3* édition, 
Gauthier-Yillars, 1891). 

Au moment où les programmes d^admission à rÉcole Polytechniq[oe 
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se complètent par TintroductioD, dans renseignement des Mathématiques 
spéciales, des premiers principes de la Mécanique, nous tenons à signa- 
ler à Tattention des professeurs l'ouvrage de M. Gilbert, le regretté géo- 
mètre, enlevé trop tôt à la science. Us trouveront dans ce traité de Méca- 
nique, avec de nombreux exercices, une exposition très bien faite des 
théories les plus récentes de cette science développée avec une extrême 
clarté, beaucoup de méthode et une grande érudition. 



EXERCICE ECRIT 



56. — On donne une hyperbole équilatère F et une circon- 
férence (G) décrite sur une corde DD' de celte hyperbole 
comme diamètre. 

1® On mène dans la circonférence une corde perpendiculaire 
à DD' : démontrer que la moitié de cette corde est moyenne 
proportionnelle entre les di&tances de son milieu aux points 
oh elle rencontre l'hyperbole. 

2® Indiquer dans quel cas les points d'intersection de la cir- 
conférence et de l'hyperbole sont réels. 

3** Trouver le lieu des points de rencontre des sécantes com- 
munes à rhyperbole et à la circonférence, lorsque la corde 
DD' se déplace en restant parallèle à une direction fixe. 

4® Soit H un des points communs à l'hyperbole (*) et au 

cercle mobile, A le point ou la tangente à la circonférence 

en H coupe Thyperbole, B le point ou la tangente à Thyperbole 

en H coupe la circonférence : prouver que la droite AB passe 

par un point fixe. 

(Ecole polytechniqttej concours du 28 mai 1892.) 

Note sur l'exercice 55. 

1* En désignant par a, p, les coordonnées du point M, les paraboles 
P, Q, en question, correspondent à Téquation 

abc* /x* !/• \ 
(^œy + 6*paî — a*ay ±: l"; + lî"" W = ® » 

dans laquelle on prend, successivement, le signe +» puis le signe — . On 
observera, pour faciliter les calculs, que l'équation de P se déduit ae celle 
de Q par le changement de a en — a. 

(*) Il fallait ajouter, croyons-nous, pour éviter toute confusion, autre 
que les points D, D^ 
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On trouve alors, facilement, 

4M (qa + ftp)* ,, ... (6p - aa)« . 

et, par conséquent, 
Pour l'hyperbole H, Téquation 



o«6«a8 



('-t)(«*?) 

prouve que le carré m* de l'axe transverse est donné par la formule 

m* = 
Des égalités (1), (2), on conclut 



2a*6»ap I ^jx 



m» 



20'63 



(a» -h 6»)» 



= 0. 



2' Les équations des axes des paraboles (P), (Q) sont 

X y 6^p — o»a _ 

â "^ 6 "^ c«ia> 4- 6*) ~" ^' 

a "^ 6 "^ c\a* -+- 6») ~" °' 

Les points (a, p) (a?, y) se correspondent donc homograpbiquement. 

3' Les formules précédentes prouvent que les droites correspondantes 
sont deux cordes isoscéliennes de Tellipse proposée; elles coupent donc 
cette ellipse en quatre points situés sur une circonférence P. 

a) On trouve facilement que Téquation de P est 

Si P passe par le centre de E, le point M (a, p) décrit rbyperbole cor- 
respondant à réquation 

6) Si P a un rayon constant R , le lieu de M est une ellipse (réelle ou 
imaginaire) représentée par 

a*x* + 6*l/« a« 4- 6' _ p, 

4» Enfin, si Ton observe que les coordonnées x,, y, du centre de P sont 
données par les formules 

On voit que les points (a;,, y^^j (a, p) se correspondent bomograpbi- 
quement. 
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QUESTIONS D'EXAMENS (*) 

1. — Discuter y par les méthodes du contour apparent^ le genre 
de la surface qui correspond à V équation 

(\) a(x* + 2yz) + b(y» -i- 2zx) -h c(z* -♦- 2xy) = i (**). 

Prenons le contour apparent sur le plan de ayy. 

Le cylindre qui détermine ce contour apparent est représenté par 

(2) x\b^ ■^ac)-\- î/2(a» — bc) -f- 2xy[ab — c») + c = o, 
équation oblenue en écrivant que (1), considérée comme une équation 
en %^ a une racine double. Formons le crilëre 6 du genre de la conique (2). 
Nous avons 

e = (6« — ac){a^ — 6c) — (oô — c*)* 
ou 6 = — c(a 4- 6 + c)(a^ -h 6* 4- c* — oô — oc — 6c). 

La seconde parenthèse a^+ *.. n'est nulle que si Ton suppose a = 6=c; 
dans ce cas, (1) représente deux plans parallèles. 

Si a + 6 + c = 0, le contour apparent est formé de deux droites 
parallèles; la surface proposée est un cylindre (***). 

Dans le cas général, a + ^ H- c ^f: o, on doit distinguer les quatre hy- 
pothèses suivants : 

c>o, a-h64-c>o, ô<o, 

c>o, a4-64-c<o, 0>o, 

c<o, a-t-64-c>o, 6>o, 

c<o, aH~ô+c<o, 6<o, 

Dans le premier cas, le contour apparent est hyperbolique, et Taxe 
(a; r= o, 1/ := o) du cylindre circonscrit à la surface, coupe la quadrique en 
des points réels, La surface est un hyperboloîde à une nappe. 

En continuant la discussion, dans les trois autres hypothèses, aboutit 
à ce résultat : la surface est un hyperbolo'ide à une nappe, ou à deux nappes ; 
suivant que a + b + c e<< positif ou négatif. 

£1 faut pourtant observer, c'est le point délicat dans cette discussion, 
que, si l'on suppose 

(3) c > 0, o + 6 + c < o, 8 > o 

le contour apparent est elliptique mais imaginaire, ce qui correspond à 
rhyperboloïde à deux nappes. 

En efiet, les inégalités (3) prouvent que a, 6 ne peuvent pas être positifs 
simuttanément. 

En supposant a < o, par exemple, 6* — oc est positif et Téquation (2) 
montre que le diamètre Ox rencontre Tellipse en des points imaginaires;' 
donc cette ellipse est imaginaire. 

(*) Énoncés empruntés à la collection Groville-Morant (Examens de 
TÊcole polytechnique, 1891). 

(**) Cette équation se trouve discutée, par la méthode de l'équation en 
S, dans notre G. Â.y p. 378. 

(***) On peut reconnaître que ce cylindre est hyperbolique et équilatère. 
V. loc. cit.) 
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2. — Une ellipse se déforme en étant assujettie /® à rester 
tangente, en P, à la droite PQ; 2^ à garder une dis lance focale 
constante; 3^ à ce que Vun de ses foyers F se projette sur PQ 
en un point fixe H. On prends sur la droite FP, une longueur 
FM = a, a étant la longueur du demi-grand axe (qui est va-- 
riable). On demande le lieu du point M. 



En posant 



PH = d, 




PM = p, MPQ = co, 
on a FH = d sin w, 

Fir = (2a — PF) sin «o 

FM = a = p H , 



PF=: 



COS (O 

Finalement 



= (pH- 



COS (d 

FH.F'H^=6*=a>-c*. 

d 

COS (O 



dsin» (0 2pH — 

L COS coj 

) - c« (•). 



COS (i> 



QUESTION 298 

Holntion par M. Philastre. 



Vn déterminant A, de l'ordre n, a pour éléments de la diagonale 
principale les nombres a^, a,,.,, an/ tous les autres éléments étant 
égaux à x. Démontrer que ce déterminant, égalé à zéro^ repré- 
sente une équation du degré n ayant toutes ses racines réelles^ 
ou toutes ses racines réelles moins deux C**), (G. L.^ 

1® Ajoutons, aux éléments de chacune des n— i premières 
colonnes, les éléments de la n"® multipliés par — i. 

20 Ajoutons ensuite aux éléments de chaque ligne jusqu'à 
la (n — 2)™« inclusivement, les éléments delaligne suivante 
multipliés par — i* 

3** Développons la dernière forme obtenue; nous aurons î 



(*) L équation indiquée (CùlUction Crovi^te-Aforawe; paraît inexacte; On 
7 donne comme résultat : 

p« 4- 2dp COS w -h d« — c* = o, 
équation représentant une circonférence. 

(*♦) Énoncé rectifié. 
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A = 

X a^ X . . 

X X Cv9 X 



X X 
X X 

• • • • tX/ 



• «••t**»»* clfi 2 X X 

tZ/ •••••••• «4? Uf|_| X 

X X X • • • X X tvf) 



a^—xo 
o 
o o 



a^-xo 



0,-ajo 



o 


X 


o 


X 


o 


X 



o . .. . 
X-UnO 



an-.2-X0 X 

O Qn-l—XX 

O O a» 



a^— â? 0? — a, o 



o : a^ — x âî— (7j o 

o r o ct^^x x—a^ o 



o 
o 



X—Un'. O 



a^^^—x a;— On-i o 

o «n— 1 — 33 X 

o o On 



= (f/,-a;) 



a^'—x x--a^ o o 
o a^—x x—a^ o 
o o a^—x x^a^ o 
o 



o 
o 
o 



o 
o 
o 



an—%—X OJ — ttn-l o 

o «n— 1— -a? X 

o o a„ 



4-(-i)(a;-a.) 



o 
o 
o 

o 
o 



x—a^ o 

aj— a? x — a^o 



o 



a^-^x x—a^ o 



o 
o 
o 



an*2 — ^^-^^n-l O 

O an_i— a? X 



X—Un o o ... i ... Q 

ou bien^ en développant et égalant à zéro, 



an 
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(«1 - ^)(«« - ^)(«8 - «y . . . {an-2 - x){an^^-x]an 
+ (— i)(aj— a,)(— i)**"^(a? — a4)(a;— a,) . . . 

{X — an-2)(^ — On-i)X = O. 

(ai — x){a^ — x){ai —x) ... (an- 2 — aj)(a„_i — a;)an 

+ (- l)(- l)"-2(^ j)n-l(^^ _ ^)(«^ - a?) . . . 

(o„-.2 - x){an^i — x)(an -x)x = o 

(«1 - ^)(«i - ^)(«8 - ^) • • • (^n-2 - a;)(a„_i - x)an 

((7n-2 — x){an-i — aj)an - icja; = o. 
Enfin 

{a^-'X){as-x)[a^-x) . . .{an-i—x)[(an-i- x)an + {an-'X)x] = o, 
(t7a — aj)(a8 - a;)(a4 — a;) . . . (an-i - x)[a^an - a;*] = o. 

Le premier membre contient (n — 2) facteurs binômes qui 
donnant tous des racines réelles et un dernier facteur qui 
admet deux racines réelles, à la seule condition que a^ et a» 
soient de même signe. 



QUESTION PROPOSEE 



354. — On donne une circonférence et trois droiles qui ne 
la rencontrent pas. Construire les foyers d'une conique tan- 
gente à ces trois droites et bi-tangenle à la circonférence. 

(A. Tissot.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR UNE CORRESPONDANCE 

ENTRE LES FORMES CUBIQUES BINAIRES ET LES POINTS 
DE l'espace a trois DIMENSIONS 

Par M. R. lie Vayasseur, professeur de mathématiques spéciales 

au Lycée de MouUds. 



i. — Considérons le plan (A) dont Téquation est 

X — 3Xy + 3X'^ — X' = 0. 
Ce plan enveloppe une surface déveIoppable(3l). Une géné- 
ratrice quelconque de cette surface développablo a pour 

équations 

2Xj8 — y = X% 

X — 3X*j = — 2X«, 
BX^y - 2lx = X*. 
Elle fait partie d'un complexe linéaire (£) dont l'équation est 
a — 3/, (a, 6, c, /, m, n étant les coordonnées pluckériennes 
de la génératrice). 

Les parallèles aux génératrices de la surface (31) menées 
par l'origine sont sur un cône du second degré (G) dont 
l'équation est 3y^ = ^zx. 

Le plan (A) est osculateur à une cubique gauche (C). Les 
coordonnées d'un point de celte cubique sont 

X = X», 

y - À», 

z = "k. 
Elle est située 

1° sur le cône -f- p = — y* -h zx = o 

i^ sur le cylindre q z= y — ^« = o 

3° sur le paraboloïde r = yz — x = o. 

• 2. — Dans le complexe linéaire (£), le plan qui a pour foyer 
lo point {xQy Zoj yo)y a pour équation 

X — 3 Jo2/ + 3j/oZ — a?o = o ; 
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ainsi le plan qui a pour foyer un point X de la cubique gau- 
che (G) aura pour équation x — 3Xy + 3X"js — X' = o. C'est 
le plan osculateur en l à la cubique (C). 

3. — Une forme cubique binaire pourra toujours être mise 
sous la forme X« — SyX* 4- 3pX — a = o (1). Je lui ferai 
correspondre dans l'espace le point a (a, p, y). 

Soient X', X", X'" les racines de l'équation (1). 

Le plan qui a pour foyer le point X' de la cubique (C) a 
pour équation x — 3X'y H- 3X'*^ — X'' = o ; il passe par le 
point a (a, p, y). 

Ainsi le point a (a, p, y) est à intersection des trois plans 
osculateurs A', A'', A'" aux points X', X'', X'" de la. cubique (Q). 

Le plan A, qui a pour foyer a, est représenté par l'équation 

X — 3yy -H 3pJ5 — a = o; 

il passe donc par les trois points X', X'', X'". 

4. — A deux points X, et [k, situés sur la cubique (Q), je 
ferai correspondre la droite conjuguée de la droite (X|ji.) par 
rapport au complexe linéaire (£). 

Ses équations sont : 

X - Sly ■+- 3X*^ - X» = o, 

X — 3fjLy + 3|x"js — (A* = o. 
Ses coordonnées pluckériennes : 

pa = 3X{x P' "= I (^' "^ ^^* ■*■ ^^^ 

p6 = X -4- (JL pm = — (X -4- [a) 

pc = I pn = A*[k*. 

Elle fait partie d'une congruence. 

Par un point de l'espace passent trois droites de la con- 
gruence^ en général distinctes, Pour qu'il y ait deux droites 
confondues, il faut que le point (x, y^ z) d'oli elles partent 
soit situé sur la surface (R), développable engendrée par les 
tangentes à la cubique (C)> et dont Téquation est 

{x — y%Y — /^{zx — y^){y — 5*) = r* — /\pq = 0. 

Elles seront toutes les trois confondues, si le point (x, t/, z) 
est sur la cubique (C). 

La surface {SCj est la surface focale de la congiiience; cha- 
cune des droites est bitangente à la surface (51); les coordon- 
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nées des points de contact, ou points focaux, s'expriment 
rationnellement en X et (/.. 
On trouve, pour le premier point focal : 

X — X"jA, 

y = ^ X(X -h 2fx), 

et pour le second point focal : 

/ X = Xp.», 



^ = i (2|A + X). 



(A suivre.) 



SUR LA DÉCOMPOSITION D'UNE FORME QUADRATIQUE 

EN UN PRODUIT DE DEUX FACTEURS LINEAIRES 
Par €>• Méténier, professeur au Collège de Saint-Flour. 

(Suite, voir. p. 125.) 



7, — D'après le théorème précédent, nous n'avons plus à 
nous occuper que du cas oîi les trois équations formées en 
annulant les trois mineurs principaux ont toutes trois leurs 
racines réelles et inégales. Prenons par exemple l'équation 
Aa = G, et supposons ses racines réelles et inégales. Deux 
cas peuvent se présenter^ si Téquation en X n'a pas de racines 
multiples. 

1® Véqualion A (X) = o a une seule racine réelle, les deux 
autres étant imaginaires. — Nous savons que les racines imagi- 
naires donnent nécessairement deux couples imaginaires. 
D'après le théorème établi dans le paragraphe précédent, la 
racine réelle donnera nécessairement un couple réel, Les deux 
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racines imaginaires de l'équation en l sont imaginaires con- 
juguées. Par conséquent si 

M -^ îN = G, P -h f Q = o 
sont les équations des droites d*un couple correspondant à 
Tune de ces racines 

M - zN = o, P - iQ = o 
seront les équations des droites de Tautre couple correspondant 
à la racine imaginaire conjuguée. Ces deux couples ont en 
communies points réels (M = o, N = o) et (P = o, Q = o). 
Les coniques se coupent donc en deux points réels. 

2° Léquation A (X) = o a toutes ses racines 7*éeUes. — Nous 
savons que Tune des racines donne nécessairement un couple 
de sécantes réelles. Pour savoir ce que donnent les deux autres 
racines, on pourra diriger la discussion de la manière suivante. 
Soit a une racine réelle de Téquation A (X) = o. Portons 
cette valeur dans Aa que nous écrirons, pour la circonstance, 
Aa (X). Le résultat de cette substitution. sera A^ (a), et en le 
désignant par {x nous aurons : Aa (a) = ijl. Les équations. 

A (X) = o et Aa (X) — {jL = o 
auront une racine commune a; on aura toutes les valeurs 
de fx correspondant aux diverses valeurs de a, en prenant le 
résultant de ces deux équations. On trouve ainsi une équation 
du troisième degré en {x que, nous désignerons par H ({x) = o. 
Cette équation a nécessairement autant de racines réelles que 
l'équation A (X) = o elle-même. Les trois couples de sécantes 
seront évidemment réels si Téqualion H (jx) = o a ses trois 
racines négatives. 

Si elle n a qu'une racine négative, il n'y a qu'un couple 
réel. On doit remarquer que l'application de la règle de 
Descartes, à l'équation H (p.) = o, fournira immédiatement 
la réponse à la question proposée, en sorte qu'on peut énoncer 
le théorème suivant : 

Théorème. — Si V équation en 1 a ses trois racines réelles^ 
et que les équations formées en égalant à zéro chacun des trois 
mineurs principaux de A (X) aient aussi leurs racines réelles^ les 
trois couples de sécantes sont réels si Véquation H ([x) = o n*a 
que des permanences. Dans le cas contraire, un seul couple est réel. 
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On doit remarquer que deux racines réelles de l'équation 
en X donnent -nécessairement deux couples distincts. Soient 
en effet Aj et X, ces deux racines. Si les couples f— \ f^^z=iQ 
et /"— Xj/*i = o n'étaient pas distincts on aurait l'identité: 
f — X/i :s: k (f '" X,/j) et on reconnaît immédiatement que 
cela ne peut arriver que si les deux coniques coïncident, ce 
qu'on ne suppose pas. 

Les couples f—><ifi = o et f — \fi = o étant distincts, ne 
sont pas non plus imaginaires conjugués. Il résulte en effet, 
des équations (10), de deux sécantes d'un même couple, que 
si X étant réelle, ce couple est imaginaire, ses deux droites 
sont conjuguées. 

Si donc une droite du couple (X,) était conjuguée d'une 
droite du couple (X^), elle appartiendrait à ce couple, et les 
deux couples ne seraient pas distincts, ce qui est impossible. 

Il résulte de là que si les trois couples des sécantes sont 
réels les coniques se coupent en quatre points réels; si un 
seul couple est réel, les coiiiques se coupent en quatre points 
imaginaires. 

Il nous reste à faire l'examen des cas oti l'équation en X 
admet des racines multiples. 

8. — 1® Supposons que A (X) = o ait une racine double. — On 
a vu que le centre du couple double est situé sur les coniques. 
Elles sont donc tangentes en ce point. Le point de contact 
sera donné par les équations (11). Les sécantes communes, 
qui correspondent à la racine simple de A (X) = o, sont la 
tangente commune au point de contact, et la droite qui joint 
les deux autres points communs à ces coniques. 

2** La racine double de Véquation en X annule tous les mineurs de 
A (X). — Les formules (10), dans lesquelles les radicaux dispa- 
raissent pour la racine double, montrent que les deux sécantes 
doubles du cas précédent ne sont pas distinctes ; les deux 
coniques sont bitangentes, et les deux tangentes communes, 
en leurs points de contact, correspondent à la racine simple de 
l'équation en X. 

• 3° Véquation en X une racine triple. — Alors les trois couples 
de sécantes ne forment plus qu'un seul couple. Les deuxconi- 
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ques ont trois points confondus en un seul, est donné par les 
équations (11), et se coupent en un quatrième point. 

4® La racine triple de A (X) = o annule tous les mineurs de 
A(X). Les formules (iO), dans lesquelles les radicaux 
disparaissent montrent que les deux sécantes du cas précé- 
dent coïncident. Les quatre points communs sont venus se 
confondre en un seul, donné par les équations (11 ), et les deux 
coniques sont osculatrices en ce point. 

Applications. — 1® Soient les coniques représentés par : 
x« — 2y" -h 2xy — 4X — 4y + I = o, 
2x* — y' — 8xy h- 6x + 4y — i = o. 
L'équation en X est : 

A(X) = 29X' + T2iX* + 94X +8 = 0. 
On reconnaît facilement qu'elle a ses trois racines réelles. 
On a ensuite : A^ = — (3X* + i3X + 11), 

Aa'=- (iiX« + i3X + 3), 
Atf = - (i8X« + 3X + 3). 

L'équation A^ = o a ses racines imaginaires. Donc A^ est 
constamment négatif et les trois couples de sécantes sont 
réels. Les coniques se <îoupent en quatre points réels. 
2° Soient : 4X* -h 5y* — loxy — 4X — 2y — i = o, 

5x* -h y' — 2xy +1=0. 
L'équation en X est : 

A(X) = 4X» - i5X« - 37X + 39 = o; 
elle a ses trois racines réelles. 
On a : Aa = X^* — 4X — 6, 

Aa;= 5X« H- X - 8, 
Ad = 4X* — 1 9X — 5 . 
Les équations A^ = o, ^a' = o, A^ = o ont donc, toutes 
trois, leurs racines réelles. Il faut former l'équation H({jl) = o. 
On considère A(X) = o, Ao — (x = o et l'on élimine X entre 
ces deux équations. 
On trouve : 

H((ji.) = lôfx» -I- yi/,^ — ii25(jt, + 81 = o. 
Le premier membre de cette équation présente des variations. 
Donc un seul couple est réel, et les coniques se coupent en 
quatre points imaginaires. (A suivre.) 
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SUR LE PROBLÈME DE CHASLES 

Par M- ¥• F. Prime, à Bruxelles. 



Il y a quelque temps j'ai indiqué {Mathesis, janvier 1891)» 
la construction des axes de symétrie d'une ellipse déterminée par un 
système de diamètres conjugués. Voici une autre construction 
qui, nous le pensons bien, est aussi inédite. 

Soient AA^, BBi, les diamètres donnés et G leur point de 
rencontre. Les droites qui joignent le point A aux extrémités 
des diamètres de l'ellipse, constituent un faisceau en invo- 
lation 9, déterminé par les deux couples de rayons homologues 
AB, ABi ; AAi et la parallèle AD à BBi, menée par A. Chaque 
couple de rayons ho- 
mologues du faisceau 
ç étant parallèle à un 
système de diamètres 
conjugués de Tel- 
lipse, il suffira, pour 
obtenir la direction 
des axes de symétrie, 
de construire le cou- 
ple des rayons ho- 
mologues recta u gu- 
laires. 

A ceteffet, sur AAj 
comme diamètre, 
décrivons une circon- 
férence : cette circon- 
férence coupe AB en 
E, ABi en Ei et AD en F. Menons les droites EE^, A^F et 
soit G leur point d'intersection (*) ; la droite GC rencon- 




(*) G pourrait s'appeler le Point de Frégler. 
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trant la circonférence AA^ aux points H,K; AK, AH sont les 
directions des axes de symétrie. Ces directions connues, on 
achève la construction par le procédé indiqué dans Mathesis. 
Les considérations précédentes, généralisées, conduisent à 
la question suivante : 

AAj, BB^ sont deux diamètres conjugués dune ellipse E; 

A Ai, B'B\, deux diamètres conjugués d'une seconde ellipse E'; 

A Ai étant ainsi un diamètre commun aux ellipses E, E', on 

demande les points d'intersection de ces ellipses. 

Menons AD parallèlement à BB^, AD' parallèlement à 

B'B'j. Dans l'ellipse E, le point A 
est le sommet d'un faisceau en 
involuUon 9, dont AB, AB^ ; AAj, 
AD sont deux couples de rayons 
homologues; et, dans Tellipse E', 
A est le sommet d'un second fais- 
ceau en involution 9', déterminé 
par les deux couples des rayons 
homologues AB', AB'^; AA^, AD'. 
Les points d'intersection des 
ellipses E, E' étant situés aux extrémités d'un même diamètre, 
il faut chercher les rayons conjugués, communs aux fais- 
ceaux 9, 9'. 

Déterminons les points de Frégier, G, G', des faisceaux 9, 9' 
relativement à la circonférence décrite sur AA^ comme dia- 
mètre. La droite GG' coupe la circonférence AA^ aux points 
H, K; traçons les droites AH, AK; et, par A^, menons-leur 
des parallèles. Nous construisons ainsi un parallélogramme 
AXA^Y dont les sommets X, Y sont les points d'intersection 
des ellipses E, E'. 

N. B. — Si l'une des ellipses, E' par exemple, était rem- 
placée par une hyperbole admettant AAj pour diamètre trans- 
verse et B'B'^ pour diamètre imaginaire, le faisceau 9' serait 
déterminé par les rayons homologues AAj, AD', et par le 
rayon double AB' (ou AB'^). 
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NOTE SUR LE CENTRE DE GRAVITE 

DES SOLIDES A LA MESURE DESQUELS EST APPLICABLE 

LA RÈGLE DES TROIS NIVEAUX 

Par M. Frétille, ancien élève de l'École Polytechnique, 
principal du Collège de Bône. 

{Suite, voir page 132.) 



EXTENSION DES THÉORÈMES PRÉCÉDENTS AU TRONC DE SURFACE 

RÉGLÉE 

Lemme. — Une surfaceréglée peut être considérée, au double 
point de vue de l aire de ses sections et du volume d un solide 
qu'elle limite comme la limite de la surface latérale d'un tronc 
polyédrique. 

Démontrons cette propriété d'abord pour Taire des sections. 
Soient (fig. 4) AC, BD 
deux segments de géné- 
ratrices infiniment voisi- 
nes. Je mène AD, et je dis 
qu'on peut remplacer, au 
point de vue considéré, 
la surface courbe ABGD 
par l'ensemble des tri- 
angles plans ACD, ABD. 
Soit, en effet, un plan qui 
coupe la surface suivant 
une courbe dont rqt est 
un élément, et les droites 
AG, AD, BD, en r, s, U 
AC, BD étant infiniment 
voisines, les droites AB, 
CD, rs, st, rt, sont infi- 
niment petites d'un même 
ordre, que j'appelle le 
premier. Si donc on me- 




Fig, 4, 



sure la section à l'aide des coordonnées polaires, par exemple, 
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on prenant pour pôle le point o pris sur le plan, le triangle 
ort sera infiniment petit du même ordre que rt, c'est-à-dire 
du premier. Et on pourra, comme on sait, négliger en pré- 
sence de ort le segment rqt, d'ordre supérieur. D'ailleurs le 
triangle rst a deux côlés infiniment petits. Il est donc infini- 
ment petit du second ordre, et négligeable par rapport à ort. 
Nous pouvons donc, dans la mesure de Taire considérée, subs- 
tituer la ligne brisée rst à la droite rt, substituée elle-même 
à l'arc rqt. 

Ce lemme étant démontré, pour les aires des sections, il estaisé 
de rétendre aux volumes. Car, pour mesurer le volume limité 
par la surface courbe, nous ferions la somme de cylindres élé- 
mentaires tels que celui qui a pour base la section rqt. . ., et 
une hauteur infiniment petite. Or, à ce cylindre, nous pouvons 
substituer le prisme de même hauteur qui a pour base le 
polygone r^. . ., puis celui qui a pour base le polygone rst,.,, 
en n' altérant son volume que de quantités infiniment petites 
par rapport à lui et par conséquent négligeables. 

Remarque. — Au point de vue de la longueur de la courbe 

de section, la surface réglée (à moins d'être développable) 

n'est pas limite de la surface du tronc polyédrique. Car, 

l'angle rst ne tendant pas vers 1 80®, on ne peut pas dire que 

rs H- st 

lim =1. 

rt 

L'aire de la surface réglée, si cette surface est gauche, n'est 

pas non plus limite de la surface du trooc polyédrique. Ce 

lemme permet de reconnaître comme évidente la proposition 

suivante : 

* Théorème. — Tout ce que nous avons démontré pour le 
tronc polyédrique s'applique au tronc de surface réglée. 

Remarque. — Si la surface courbe du tronc ne se ferme pas 
d'elle-même, elle doit être limitée latéralement par deux géné- 
ratrices, de telle sorte que toute génératrice partant d'une 
base aille jusqu'à l'autre. Ainsi le lemme ci-dessus ne s'appli- 
querait pas au segment d'hyperboloïde à une nappe repré- 
senté (fil. 2). Mais si (fig. 8) nous limitons par deux 
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génératrices d'un même système AB, CD, une portion d'hyper- 
boloïde comprise entre deux plans parallèles, et si nous 





Fig. ?. Fig. 3, 

menons par AB et CD deux plans qui se coupent suivant 
FG, le volume ainsi limité sera bien limite d'un tronc polyé- 
drique, et nos théorèmes seront applicables. 

(A suimx). 



SUR LA CUBIQUE GAUCHE 

QUI PASSE PAR LES POINTS d'iNGIDENGE DES NORMALES 
A UNE QUADRIQUE ISSUES d'uN POINT (*) 

Par M. Drin, élève de mathématiques spéciales au Lycée Henri IV 

(classe de M. Macé de Lépinay). 



On sait que, par un point P, extérieur à une quadrique à 
centre, on peut mener six normales à la surface, et que les 
points d'incidence de ces six normales sont situés sur une 
cubique gauche F. Cette cubique gauche a de nombreuses 
analogies avec Thyperbole d^Apollonius, relative aux normales 
à une conique, issues d'un point; c'est ainsi que cette cubique 
passe par le centre de la surface, par le point P, par les 



(*) Sur ce môme sujet, voyez la note publiée (Journal 1887, p. 169). 
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points à rinfini sur les axes, et reste invariable lorsque la 
quadrique considérée se déforme en restant concentrique et 
homothétique à elle-même. 

1. — Nous nous proposons d'indiquer ici quelques autres 
analogies. 

On sait; (Ghasles. Traité des sections coniques, f. 142), que 
siy d*un point fixe P, on abaisse une perpendiculaire sur chaque 
diamètre d'une conique, et qu'on prenne le point d'intersection de 
cette droite et du diamètre conjugué, le lieu de ce point est V hyper- 
perbole d* Apollonius, relative au point P. 

Cette propriété peut encore s'énoncer de la façon suivante : 

L'hyperbole d'Apollonius, relative à un point P, est le lieu 
d'un point M tel, que la polaire du point M, par rapport à la 
conique correspondante, soit perpendiculaire sur la droite PM. 

Je dis que, dans l'espace, la cubique gauche T, relative à un 
point P, est le lieu d'un point M, tel que le plan polaire de M, 
par rapport à la quadrique correspondante, soit perpendiculaire 
sur la droite PM. 

Nous ferons la démonslration dans le cas d'un ellipsoïde 
rapporté à ses axes. 
Soient (a, p, y) les coordonnées de P. 
L'équation de l'ellipsoïde est : 



a» 6» c« 

Soient (o^o, ^o» ^^) les coordonnées du point M. 
Les équations de la perpendiculaire abaissée du point M 
sur le plan polaire de ce poini, par rapporté l'ellipsoïde, sont: 

X - a?» _ Y -I/o ^ Z - Jq 

*^o Vq -^0 

o^ 6» c^ 

Écrivons que cette droite passe par le point P : nous 
aurons, en égalant à X les rapports communs, 

fl'(« - a?o) ^ 6'(P - yo) ^ cHy - ^o) ^ ^ , 

Xo Vo ^0 ' 
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a'a 



Donc ; ( I/o - 



^0 = 



a* -h A 

Ô« H- X 

c'y 



C« -r- X 

Si Ton regarde a?o, t/o, ^o comme des coordonnées courantes, 
on reconnaît les équations, sous la forme unicursale, de la 
cubique gauche F. 

2, — Il est d'ailleurs facile de voir pourquoi le lieu géomé- 
trique, ainsi défini, passe par les pieds des normales à la 
quadrique, issues de P. Soit en effet PN une de ces normales; 
le plan polaire du point N est le plan tangent à la quadrique 
on ce point. Mais ce plan est, par hypothèse, perpendiculaire 
sur PN; donc le point N appartient au lieu. 

Si Ton considère la parallèle, à Tun des axes de la quadri- 
que, menée par le point P, et le point à l'infini sur cette 
parallèle, ce point appartient également au lieu parce que son 
plan polaire n'est autre que le plan principal perpendiculaire 
sur cette parallèle. 

3. — Autre mode de génération de la cubique gauche. 

Étant donnés une conique et un point fixe P, Thyperbole 
d'Apollonius, relative à cette conique et à ce point, est aussi le 
lieu des milieux des cordes que des cercles décrits du point 
donné, comme centre, interceptent dans la conique proposée. 
(Chasles. S. G. P. 144). 

La propriété analogue, dans l'espace, est celle-ci : 

Étant donnée une quadrique S et un point fixe P, la cubi- 
que aux pieds des normales, relative à cette quadrique (S) et 
à ce point, est aussi le lieu des centres des quadriques qui 
passent par l'intersection de la quadrique (S) et d'une sphère 
variable, de centre P. 

L'équation de la quadrique (S) est, en supposant que cette 
quadrique soit un ellipsoïde : 

S=:~-h^ + --i=o, 
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l'équation d'une sphère S : 

L'équation générale des quadriques passant par Tintersec- 
tion de (S) et de (S) est : 

S -{- XS = o. 

Les coordonnées du centre d'une de ces quadriques yérifient 

les équations : 

X - (a? — a) 



D'où en posant : 



a» 


4- 


R* 


o, 


y 

6« 




o, 


s 


4- 


R« 
R' 


o. 


( 


z 


C« -h [Jl 

c'y 






2/ 


6* -h a 
6«p ' 




i 


X 







Ce sont les équations de la cubique gauche. 

Le sommet d'un cône étant le centre de ce cône, on voit 
que, en particulier, le lieu trouvé précédemment peut égale- 
ment se définir comme le lieu des sommets des cônes du deu- 
xième degré, qui passent par Tintersection de (S) et de (S). 

4. — On comprend aisément pourquoi les pieds des nor- 
males à la surface (S), issues de P, sont des points du lieu. 

Soit, en effet, PN une de ces normales. La sphère (S,) de 
centre P et de rayon PN, coupe l'ellipsoïde (S) suivant une 
courbe du quatrième degré, qui admet le point N pour point 
double. Ce point N est le sommet d'un cône du second degré 
passant par les points de rencontre de (S) et de (Si); donc le 
point N appartient au lieu défini. (A suivre.) 
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SUR LE DÉPLACEMENT D'UNE FIGURE PLANE 

DANS SON PLAN 

Par M. Balitrand» ancien élève de TÉcole Polytechnique. 

(Suite, voir page 121.) 



Note L — La formule 
(8) 



r' 



P = 



MN 



permet de construire le centre de courbure de la trajectoire 
d'un point quelconque M, quand on connaît le cercle des 
inflexions. 

Prenons par exemple un cercle roulant sur une droite X'X; 
un point quelconque M du cercle décrit 
une cycloïde. Le centre instantané de 
rotation est en I, et le cercle desinflexions 
est le cercle décrit sur 10 comme dia- 
mètre, puisque le point décrit une 
droite. On a 



P = 



= = 2IM. 



MN 




Fig, 4. 



Prenons encore une droite AB, de 
longueur constante, dont les extrémités décrivent deux 
droites rectangulaires Ox et Oy; un point quelconque M de 

la droite décrit une ellipse. Le centre 
instantané de rotation est en I, point 
de rencontre des perpendiculaires 
élevées eu A et B à Ox et Oij\ le 
cercle des inflexions est le cercle 
AlB. On a 




IM^ 



iM 



IM' 



P 



MN MA. MB a. 6 
Désignons par a' et h' les lon- 
gueurs du demi-diamètre OM et de 



Fig. ?. 

son conj'igué; on sait que IM = V et que 

q'V sin 6 = a6: 

donc p = —r-- — 7* 
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C'est la construction de M. Catalan (G. de Longchamps, 
Géométrie analytique, p. 428). 
Noie IL — La formule 

^ ^ IM IM' "" IN 

permet aussi de construire le point M', connaissant le point M, 
En effet, supposons que, sur une droi te quelconque AI A', nous 

connaissions un 
couple de points 
conjugués, A et 
A'. Les droites AM 
et A'M' forment 
deux faisceaux 
homographiques 
quand M et M' va- 
rient, puisque la 
relation (9) est ho- 
mographique. Ces 
deux faisceaux 
ont un rayon ho- 
mologue commun 
AIA'; donc le lieu 
du point d'inter- 
section des rayons 
AM, A'M' est une 
droite A. 
• On connaît deux 
^i'9' ^* couples de points 

conjugués. Ce sont : 
Le point à Too sur IM et le point N'; 
Le point N et le point à l'infini, sur IM'; 
La droite A, est par suite, déterminée ; il faut observer qu'elle 
passe par le point I, 

Prenons, pour les points A et A', la projection de N en Nt 
sur Oy et le point à l'infini sur Oy. La droite A s'obtient en 
menant par N^, une parallèle à IM, et par N' une parallèle 
à Oy. Ces deux droites se coupent sur Ox, qui est précisément 
la droite A. 




— " 




y 


d(f 


— 


X 


— 


d^OL 

d^^ 
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La construction pour déterminer N' est alors la suivante : 
Tirer la droite MN^, et par le point ou elle coupe Ox, mener une 
parallèle à Oy ; cette parallèle coupe IM au point M'. 

Note III. — Les formules 

/jv dx , . dy 

permettent de développer a? et y en série. En effet, elles 
donnent, en prenant 9 comme variable indépendante et sup- 
po&ant a = G , p = o : 

dx ^ dy __^ 

d-^ ' (f(p 

,. . d*x __ d^ d^y dcL 

df* d<p d(p* 

d^x _ (P^ d^y 

c/(p' dcp* <i(p' 

Par la formule de Mac-Laurin, Ton a 

(a) < 

(rfa\ 9* / d'a\ 9 

^o> î/o> désignant les valeurs initiales de x et de y. 
On sait que la droite qui a pour équations 

^ = ^0 — î/o?» 

y = Vo-^ yo?, 

est tangente à la trajectoire du point M : que la parabole qui 
a pour équations : 

/ dx\ 9* 

est osculatrice à la trajectoire du point M. 

Les formules (a) peuvent servir dans une foule de circon- 
stances. Je vais chercher, par exemple, le lieu des points M 
qui se trouvent en un sommet de leur trajectoire; c'est-à- 
dire en un point où Ton peut construire un cercle ayant un 
contact du troisième ordre avec la trajectoire. 

Reprenons le cercle qui a pour équation 

(X - a?')* + (Y - yy - R« = G. 
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puis, exprimons qu'il a un t^ontact du troisième ordre avec 
la trajectoire du point M; nous avons 

^^^ ^ {x — x')d^x + (y — y')d'y '^- dx'^ + dy^ — o, 

{x — x')d^x 4-(t/ — y')d^y 4- ^{dx d*x + Myd^y) = o. 
Les trois dernières équations doivent être vérifiées par dés 
valeurs de a/ et de y\ 
Les deux équations intermédiaires donnent 
^_^, ^ dy{dx^ -t- dy^) 

. dx d*y — dy d^x ' 

^^^ ^ , dx {dx* + dy*) 

^ ^ dxd^y-dyd^x 

En portant ces valeurs dans la dernière on trouve 
(dx* -h dy*){dyd^x — dxd^y) + 3{dxd*x-\-dyd*y) {dxd*y — dyd*x) = o. 
Il faut maintenant remplacer dx^ dy, d*x, d*y, d^x, d^y 
par leurs valeurs, ce qui donne : 

___ / doL ^ dpw dp d^\_ 
\ fl((p d<p/\ dcp rfcp/ 
Cette équation représente une strophoïde. L'origine est un 
point double. Les tangentes en ce point sont: la tangente à la 
courbe, lieu du centre instantané, et la perpendiculaire à cette 
tangente. Ainsi : 

Le lieu des points qui se trouvent en un sommet de leur trajec- 
toire est une strophoïde ayant pour point double le centre instantané 
de rotation; pour tangentes en ce point, la tangente à la courbe, 
lieu du centre instantané, et sa perpendiculaire. 

Si Ton veut trouver les points dont les trajectoires pré- 
sentent un contact du quatrième ordre avec un cercle, il faut, 
aux équations (p), adjoindre Téquation 
(x—x)dx*-h{y— y')dy^-^^^dxd^x-\'4dyd^y-\-3(d*x)*+3{d*yy= o, 
laquelle, au moyen des formules (y) devient 

(dx* •+- dy*){dydx^ — dxdy^) + (dxd*y — dyd*x) 
[^dxd^x 4- 4dy d^y + 3{d*x)* + 3{d*y)*] = o. 

En remplaçant dx, dy, etc. par leurs valeuES, on obtient 
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réquation fort compliquée 
(0)'+ y')[a.(a.+^5)+y(y -^)] ^ [y(y +|) +a.(.. -|)] 

qui se réduit à 



rfa> 






Celle-ci représente une cubique ayant, avec la strophoïde 
précédemment trouvée, trois points communs confondus au 
centre instantané de rotation, et les points cycliques. Donc : 

Dans le déplacement d'une figure plane, il existe en général 
quatre points dont les trajectoires ont un contact du quatrième 
ordre avec un cercle. 

Les formules (a) permettent aussi de traiter les questions 
relatives aux accélérations d'ordre quelconque. 

On sait que Taccélération d'ordre n a pour composantes 

- .... d"aj d«y 

les quantités -7—1 -r-^ • 

On voit immédiatement que le lieu des points qui ont même 
accélération d'ordre n est un cercle. 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Aug* Bontin* 



231. — Soient : un triangle ABC ; trois droites AA', BB', CC, 
qui se coupent en M; a, p, y, «', ?', y', les angles MAC, MBA, 
MGB, MAB, MBG, MCA. Le lieu des points M, tels que 

cotg a + cotg p 4- cotg Y = cotg a' + cotg p' -+- cotg Y 
est la cubique des inverses ^ relative au centre de gravité. 
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2® Le lieu des points M, tels que 

cotg a cotg p cotg Y = cotg ot' cotg p' cotg y' 
est la cubique des iîwei^ses^ relative à V anticomplémentaire de l'or- 
thocentre, 
3® Le lieu des points M, tels que 

BA' H- GB' + AC = AB' + CA' + BC 
est la cubique des réciproques , relative au point de Nagel. 
4° Le lieu des points M, tels que 

I I I I I I 

H 1 = h -7^. h 



BA' GB' AG' AB' GA' BG' 
est la cubique des réciproques , relative au point I^, réciproque du 
centre du cercle inscrit, ou point de concours des antibissectiHces. 

232. — Lieu géométrique du point hartnoniquèment associé 
aux droites de Simson. 

Soit Xy y^ Zj un point du lieu, correspondant au point ^i, t/i, Zi de la 
circonférence circonscrite. On trouve aisément, pour équations des droites 
qui joignent un point du lieu à A, B, G, 

_y _ yi + a?i cos G 

z ~ Xi-\-Xi cos B 
X ^Xi-\- Zi cos B 

2/ "" 2/i + «1 cos A 
^ s _ «j +i/j cos A 

X a?i + 2/i cos G 
L'élimination de Xi^ y^, s^, entre ces trois équations, donne Téquation 
du lieu : 

z cos G + y ços B z y 

z a; cos Ah- jj cos G x 

y XX cos A + y cos B 

ou en coordonnées barycentriques : 



2. 



la cotg A (y — p)" = 0. 

Autrement : 

Deux droites de Simson, rectangulaires, sont les asymptotes d'une hy- 
perbole équilatère circonscrite au triangle. Soit: 

X v z X V 5 

(1) -+-^ + -=0 -+i'+lL=o 

Xi y» ^a ajj 2/3 ^3 

les deux droites de Simson considérées: l'hyperbole qui les admet pour 

asymptotes, a pour équation 

(X y z\fx y z\ 
- 4- - -h - ) - -h - + - = (aa; 4- by + cz)\ 
Xi y, zj\x^ 2/3 zj ' ^ / 

Elle est circonscrite au triangle, donc les carrés des variables doivent 
disparaître, ce qui donne 
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^^i VtVi «««3 

et Téquation de la courbe devient 

= o. 



2' 



X 

Pour exprimer que cette hyperbole est équilatère, il suffit d^écrire qu'elle 
passe par le point de concours des hauteurs, ce qui donne : 

S»j cos A(c«j — 6y,)* = o ; 
ou, en coordonnées barycentriques : 

Sa, COtg A(Ya — M* = o. 

Cette relation exprime la condition pour que (1) représente une droite 
de Simson, c^est le lieu décrit par le point harmoniquement associé à 
cette droite. 

Celte cubique est sa propre transformée par points réciproques, et deux 
points réciproques de la courbe correspondent à deux droites de Simson 
rectangulaires. 

233. — On considère un point M; les perpendiculaires menées 

par A, B, C, respeclivement à MA, MB, MG, forment un triangle 

A'B'C. Le Ivm géométrique de M, tel que ABC et A'B'C soient 

homologiques, est la cubique des inverses, relative à Vanticomplé- 

mentaire de Vorthocentre. 

Les équations des perpendiculaires menées eu A et B à MA et MB, 
sont {af^ y', z\ coordonnées normales de M). 

y {y' ■+■ «' cos A) + z{z' -+- y' cos A) = o, 
x{x' -4- z' cos B) -h s(«' -h x' cos B) — o'; 
d'où, pour les coordonnées de G' : 

1/(2/' + -s' ces A) xix' 4- z' cos B) 

s' + y' cos A z -\- x' cos B ' 
et, pour les équations de GC, BB', AA' : 

y _{x''h a' cos B){%' 4- y' cos A) 

a? ~~ (a' + a?' cos B,(y' + z' cos A) 
X _ {y' 4- x^ cos C)(g^ -h y^ cos A) 

z "" (x' 4- y' cos G) y' + z' cos A)' 
5 _ (V 4- z' cos B)(/ 4- y" cos G) 

y^(z'+ x' cos Bj{x' 4- y' cos) G* 
Par multiplication, 
{z^ 4- 2/' cos A.){x' 4- s' cos B){y' 4- a?' cos G) 

= [y' 4- 5J' cos A)(«' 4- a;' cos BJCa;' 4- «' cos G) 
équation de la cubique des inverses, relative à Tanti complémentaire de 
l'orthocentre. 

234. — Soient M(x,y, z) un point, OM la droite qui le joint 
au centre du cercle circonscHt : la transformée, par points inverses 
de OM, est une hyperbole équilatère circonscrite au triangle de 
référence. Un point quelconque de OM a ses coordonnées normales 
proportionnelles à yz 4- K cos A, xz 4- K cos B, xy 4- K cos G. 
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Une droite quelconque coupe OM et rhyperbole équilatère en trois 

points correspondant aux valeurs K^ , Kj , Kg du paramètre K. 

Trouver la relation entre K^, Kg, K,. 

Cette relation est éyidemment 
I j/« -h Kl cos A a;^ + Kl cos B a;y + Ki cos G 

I I I 



ya H- K, cos A ass •+ Kj cos B ocy -{-IL^ cos G 

I II 



= o: 



yz -h K3 cos A a;;» + K3 cos B ajy -h K3 cos G 

ou, après développement, 

xy%ï^'^z\y cos B — « cos G) 
+ xyz[Ki_ + Kj, + K^S^yz cos A(y cos B —z cos G) 
-4- ajî/^(KiK, + K1K3 4- K,K3)£ cos* A(t/ cos B — « cos G) 
+ KiKjKjSoj cos* k.(y cos B — « cos G) = o. 
On peut appliquer cette formule à Thyperbole de Kiepert, et aux hyper- 
boles équilatères circonscrites, passant parj, I', I'', T". On trouve les 
résultats déjà connus. 



EXERCICE ÉCRIT 



57. — On donne un cercle r et un diamètre AB. Par A, on 
fait passer des coniques Q osculatrices à F et touchant en 
M la droite A, menée, par B, tangentiellement à P. 

1® La normale en M, à û, rencontre cette conique en un 
point I dont on demande le lieu géométrique ; 

2® Démontrer que Taire de û est constante ; 

3® Démontrer que les coniques û interceptent, sur la droite 
parallèle à A, menée par le centre de F, une longueur 
constante ; 

4® Trouver l'enveloppe des axes des coniques FÛ. Getle 
enveloppe est une parabole ayant pour directrice la droite 8. 

Note sur rexercice 56 (*). 

Toutes les propriétés énoncées peuvent aisément s*élablir en utilisant 
celles-ci : 

I. Les quatre points <P intersection de deux hyperboles équilatères ^ forment 
un groupe orthocentique, 

(*) Dans le numéro prochain, nous donnerons une solution analytique et, 
en môme temps, nous indiquerons une généralisation qui nous a été 
signalée par M. Leinekugel. La solution présente est de M. Leinekugel* 



JOURNAL DR MATHÉHATIQUCS SPAGIALES 



167 



II. Lorsqu'un triangle rectangle est inscrit à une hyperbole équUaUre, la 
tangente au sommet de Vangle droit est perpendiculaire d Vhypoténuse. 

Gela posé, 1* la corde HH' rencontre A6 au point G et Thyperbole aux 
points E, F. E étant Torthocentre de ABF, on a dans les triangles sem- 
blables 6GE, AGF la proportion 




GE GA 



ou 

Mais 
donc 



GB GF' 
GE.GF = GA.GB. 



GA.GB = GH', 
GE.GF = GB*. 

2* Du théorème II, on conclut que les tangentes en G et D sont paral- 
lèlesy et que GD est un diamètre de Tbyperbole. 

Ensuite, du théorème de Joachimslhal) on déduit la condition néces- 
saire et sufSLsante pour que les quatre points soient réels la parallèle 
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au diamètre du cercle, menée par le centre de Thyperbole doit être située 
dans l'angle des asymptotes qui renferment la courbe. 

3** Le lieu demandé se décompose. Il comprend d'abord, évidemment, 
le diamètre de Thyperbole, symétrique de la direction donnée par rapport 
à un des- axes de la courbe. 

Puis, les droites DA, CB, par exemple, peuvent être considérées comme 
les branches correspondantes de deux faisceaux homographiques. Alors 
le lieu du point de rencontre I est une conique ( théorème de Chdsles ), 
passant par les points fixes CD. Lorsque la droite mobile AB passe par 
le point O, on a deux points à l'infini, dans deux directions rectangulaires 
Le lieu est formé de la droite déjà signalée, et d'une hyperbole équila- 
tère passant par les points G D. 

4<* La tangente à (H), en G, est perpendiculaire à Thypoténuse AB du 
triangle ABG, rectangle en G. Elle rencontre donc le cercle (AB) en un 
point G', symétrique de G par rapport à BwaA. 

La tangente au cercle, en G, rencontre (H) au point G''. 

Je dis que la droite G'G'^ passe par Textrémité D du diamètre GOD. 

Il suffît évidemment de montrer pour cela que aO est le diamètre con. 
jugué de GC", ou, ce qui revient au même, que la parallèle à CG'' menée par 
0, c'est-à-dire la perpendiculaire Op au rayon Gw du cercle est également 
inclinée que Ow sur Oy. 

En effet, Oto et Oy (parallèle à AB et perpendiculaire à GG') sont deux 

diamètres conjugués, par suite tûOy = ^Oy. Or, les angles pOy, aGto 

sont égaux comme ayant leurs côtés perpendiculaires, et les angles coaG 

eoOG sont droits. Le quadrilatère waGO est donc inscriptible . Ains 

(i)Oa = toGa = BOy; et, par suite, Oa, Op sont deux diamètrse conjugués 
de rhyperbote (H). 

La parallèle menée de G' à Oa passe évidemment par le point D tel que 
OD = OG. 

Les points G et D étant fixes quand AB reste parallèle à une direction 
fixe, la propriété se trouve établie. 

Remarque. — A priori^ on voit, tout de suite, que le point D est sur la 
droite G' G". Il suffit de supposer que le centre du cercle vient à coïncider 
avec le centre de Thyperbole. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIS. 
RUE BERGÈRE, 20, PARIS. -^ \ 4286-6-92. 
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SUR UNE CORRESPONDANCE 

ENTRE LES FORMES CUBIQUES BINAIRES ET LES POINTS 
DE l'espace A TROIS DIMENSIONS 

Par M. R. lie ITaTasseiir, professeur de mathémati(iaes spéciales 

au Lycée de Moulins. 

(Suite et /în, voir page 145.) 



5. — Proposons-nous d'interpréter géométriquement la 
correspondance 

(2) (X« - 2Xy + p)(x = X«Y - 2\p + a, 

qui se rapporte à la forme cubique X', — SyX* -h 3px — a = 0, 
représentée par le point a, (a, p, y). 

Les plans passant par a déterminent, sur la cubique (6)> une 
involution du troisième ordre, telle que Ta définie M. Appell 
dans sa thèse. 

Donnons-nous le point X, puis la tangente, au point X, à la 
cubique (C). Cette tangente et le pointa déterminent un plan 
lequel rencontre la cubique C: 1^ en deux points confondus 
avec le point X; 2® en un troisième point [jl : les paramètres X 
et [L sont liés par la condition (2). 

Inversement, donnons-nous le point [a ; il y correspond 
deux points X, d'après (2). Pour les trouver, considérons le cône 
qui a pour sommet le point [a, et pour directrice la cubique (C)« 
Son équation est 

{jL»(y — js«) -f. ^(yz — a?) H- ^o; — J/' = , 
ou (jL*5^ -h [juc -h p = 0. 

L'enveloppe de ces cônes, quand ^ parcourt la cubique, est la 
surface (31). 

Par la droite a{x, on peut mener deux plans tangents au 
cône de sommet (x et de directrice (6). Chacun d'eux passe 
par une tangente à la cubique 6 en un point X, autre que le 
point [A, et les deux points X ainsi obtenus sont ceux qui correspondent 
au point «x, d'après la relation (2). 
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La relation (2) peut s'écrire 

^"•([^ - y) - 3X (yjx - p) -h P|x - a = 0. 

Il y a deux points fx', |x' tels que les deux points X qui 
correspondent à chacun d'eux soient confondus. Ils sont donnés 
par réquation 

P - f^' (P - Y*) + [^ (Py - «) + o^Y - P* = 0, 
laquelle exprime que le cône de sommet ;jl et de directrice (C) 

passe par le point a. Ces deux points p.', ^l smU en ligne droite avec 

le point a. Par le point a, on ne peut en général mener qu'une 

telle droite, qui rencontre la cubique (C) en deux points /, }x. 

Les équations sont 

(P - t)y + (Py - ^)^ 4- ya - p« =0, 
(p - f)x + (Py - a)y + (ya - p«)^ = 0. 

6. — Un point (x, et les deux points X qui leur correspondent 
d'après la relation (2), sont les points-racines d'une certaine 
forme cubique 
X3(^ - y) - X«(îx* 4- Y(A - •^P) 4- X(:.YH'" - pjx - a) - |x(pfx - a) = , 

Le point correspondant à cette forme cubique a pour 
coordonnées 

{x(pH. - g) 2Y i^.' - pg - g fx' 4- yt^ - 2p 

(X - Y ^(l^ - Y) 3(|x - y) 

Le lieu de ce point, quand [x parcourt la cubique (C) est une 
conique (r). 

Cette conique (r) coupe le plan A, ayant pour foyer a, en 
deux points. L'équation qui donne les valeurs de fx corres- 
pondantes est précisément 

P = ix»(p - y') + 1^(PY - a) 4- y« - P* = O. 

Les deux points de rencontre sont donc sur la surface (31). La 
droite qui les joint est bitangente, en ces deux points, à la 
surface {X). C'est la conjuguée de la droite (fx'tx") par rapport 
au complexe (£). 

Le plan A' delà conique (r) a pour équation 
(2f- 3pY"4- ol)x - 3(Py' 4-gY - 2p")y 4* 3(2Y"a - P"y - <^?)^ 

- (3gpY - g» - 2p») = o. 

Le foyer a' de ce plan est le point qui correspond à la forme 
cubique Q (covariant de la forme cubique donnée)^ 
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7. — Considérons la forme binaire (hessien île la forme 
cubique donnée) : 

A = (p - Y«)[x* 4- (Py — a)[x -h ya - p* = G. 

Le premier système polaire du point (x, pour la forme 
cubique donnée, est déterminé par Féquation 

(2) X«([x - y) - 2(yjx - p)X + p;x - a = o. 

Le premier système polaire du point [a, pour la forme 
binaire A = o, est donné par l'équation 

(3) x(2(p - Y')f* -+-??-«)-+- (Pr - «){* + 2(y« - ^■) = 0. 

On sait qu'en éliminante, entre ces deux équations (2) et (3), 

on tiouve 

= gi(pL« - 3y{x» + 3Pîx - a) = o, 

ou a = (a - Py)' - 4(ï« - P')(P - Y'). 

Il existe donc trois points [a tels que les premiers groupes 
polaires, soit par rapport à la forme cubique donnée, soit par 
rapport à la forme binaire quadratique A := o, aient un point 
commun : cesont les trois points-racines de la forme cubique donnée. 
Ils sont dans le plan A ayant a pour foyer. 

L'équation qui donne les point&^communs est 

T = (2Y» - 3pY -H a)^' - 3(Ya + Py* - 2^')^" -»" 3(2aY* — p*Y 

- ap)X - (3apY - a» - 2p») = o. 
Les trois points correspondants sont dans le plan de la 
conique (F). Ce soit les trois points-racines de la forme cubique Q. 

8. — Soit a' le foyer du plan de la conique T. 
Les points [a', jx", a et a' sont en ligne droite. 
Les coordonnées (a', p', y') ^" point a' sont liées aux coor- 
données (a, p, y) du point a par les formules 

, 3aSY — a* — 2p« 
2 y' — 3Py -<" * 
2y'« - p'Y - «P ^ 
2y* — 3pY -H ^'f 

, Py* -h «y — 2p* 

Y = î— — -• 

2y' — 3Py + a 

On a> entre (a, p, y)> («' > P'> y')> ^^s relations 

p + p' = 2yy', 

p/ + YP' = a+a', 

Yot' -f-aY' = '2pS'. 
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qui nous donnent le moyen de trouver le point d connaissant 
le point a, ou réciproquement. 

Si en effet on considère les trois surfaces du second ordre 
déjà citées, 

jo = jsrc — j/" — o 
g = y - ^* = o 
r = yz — a? = o 
h point a' est à V intersection des trois plans polaires du point a 
par rapport à ces trois surfaces ; et réciproquement. 

9. — Soient /* et 9 deux formes cubiques, a et 6 les deux 
points qui leurs correspondent: au faisceau f -f- p9 =» o corres- 
pondent tous les points de la droite (ab). Cette droite rencontre 
en général la surface (31) en quatre points. Il y a donc, ordi- 
rement, dans un faisceau, quatre formes cubiques ayant une 
racine double. Prenons une troisième, forme cubique, V. 
Soit c le point correspondant. Au réseau f h- p<p -h dV = o 
correspondent tous les points du plan (abc). Dans un réseau, il 
y a, en général, trois formes cubiques ayant une racine'triple. 
Ils correspondent aux points de ^'encontre du plan (abc) et de la 
cubique (C). 

Si les deux formes /*et ç ont une racine commune, X, le plan 
osculateuren A, à la cubique (6), passera par les deux points a 
et b. Le résultant des deu^ formes îet (^ s'obtiendra donc en expri - 
mant que la droite (ab) est tangente à la suif ace (S)- Celle-ci est 
du degré quatre. Le résultant pourra donc se déduire du discrimi- 
nant d'une forme binaire biquadratiqvs. 

Plus généralement, soient deux formes binaires d'ordre n* 
On sait que leur discriminant est d'ordre 2 (n — i), par rap- 
port aux coefficients des deux formes. Or, il est facile, en fai- 
sant correspondre, à chaque forme binaire d'ordre 7i, unpoint 
de l'espace à n dimensions, de généraliser le résultat précé- 
dent; et nous pouvons dire que le résultant de deux formes 
binaires d'ordre npeut se' déduire du discriminant d'une forme 
binaij^e d'ordre 2 (n — i). 
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SUR LA DÉCOMPOSITION D'UNE FORME QUADRATIQUE 

EN UN PRODUIT DE DEUX FACTEURS LINEAIRES 
Par €>• lléténier, professeur au Collège de SainWFlour. 

(Suite et fin, voir p. 147.J 



II. — Application a la détermination des foyers d'une section 

PLANE d'une QUADRIQUE. 

9. — D'une manière générale considérons la forme quadra- 
tique quaternaire, qu'on suppose décomposable dans le pro- 
duit de deux facteurs : 
f{x, y, Zf t) = ax^ -h a' y* ■+■ a!^z^ + ^hyz ■+- ^Vxz 4- %}fxy 

4- icxt H- idyt -h %cl'%i 4- d^% 
et soit A son discriminant. Nous ferons des conventions ana- 
logoes à celles que nous avons faites précédemment, pour la 
désignation des mineurs de A. Par exemple, nous poserons : 

a 6" h 
6" a' 6 = Ad. 
V b a" 

Un mineur tel que A^ a lui-même des mineurs. Nous dési- 
gnerons par Ada» Aai// .... les mineurs de A^, coefficients des 
éléments a, b'\ .... quand on développe A^ par' rapport 
aux éléments d'une ligne ou d'une colonne contenant Télé- 
ment considéré. 



Le déterminant E sera 












a 


b" 


b' 


c 


a 




b" 


a' 


b 


C 


p 




b' 


b 


a" 


c" 


Y 


• 


c 


c' 


c" 


d 


8 




a 


P 


Y 


S 


o 



= K. 



Nous en tirons les équations 

doL^ — 2ca8 •¥ a^^ = o, 
(17) \ dfj* - 2c'p8 4- a'8* = o, 

dy^ - 2c''yS 4- «"S* = o, 
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et, de ces trois équations, 



aar 
9 r- = ' : 9 r- 



8 rf 8 rf 8 d 

Pour faire porter, sur une même expression, les radicaux 
qui entrent dans ces formules, nous observons que la forme 
étant décomposable dans le produit de deux facteurs linéaires 
on a Aa = G, Aa' = G, ^a" = o. Alors, si Ton considère les 
déterminants Aa, A^s A^'/ et leurs adjoints, on a les trois rela- 
tions bien connues : 

On peut en tirer, par exemple : 

Alors 

(18) .== ^ -8 =-"- i ' 

Y ^ g' ^ y/^Agg. 

8 d ' 

Pour savoir comment il faut associer les signes dans ces 
formules, il suffit d'écrire qu'elles satisfont à Tune des équa* 
tiens tirées de K autre que les équations (i7). Mais au lieu de 
considérer une équation contenant les trois inconnues a, p, y, 
il sera plus simple d'en considérer deux contenant chacune 
deux de ces inconnues. Nous désignerons par A, B, G^ ... les 
mineurs de K coefficients des éléments a, 6, c, ... quand on 
développe K par rapport aux éléments d'une ligne ou d'une 
colonne contenant l'élément considéré. Nous savons que 
A = G, A' = G . . . . En outre, chacuû des mineurs princi- 
paux A, A', . . . a ses mineurs nuls, par exemple on a Ag = g, 
A^ = G. Ce sont les deux équations que nous allons vérifier 
au moyen du système (18). Ces équations développées sont: 

P^aa' -+- y^ab + 8Aac' = O, 
aA^a' 4- Y^a'l/ + 8Aa'c = O. 

Prenons, devant les radicaux, le même signe dans les valeurs 
de - et ^ , et un signe contraire au précédent, dans la valeur 
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de ^ ; substituons, et nous avons : 

C Aa'a 4- C^Aal/ + É?Aa'c» 

La considération des déterminants Aa et Aa' montre 
immédiatement que ces résultats sont identiquement nuls. 

On a donc associé convenablement les signes, c'est-à-dire 
qu'on doit prendre le même signe devant les radicaux dans les 

a S Y 

valeurs de - et j, et un signe contraire au précédent, dans •; • 

s 

10^ — Supposons maintenant que f{x, j/, «, = ^ soit 
l'équation d'une quadrique quelconque, et considérons la sec- 
tion de celte quadrique par le plan dont l'équation est 

«a? 4- pj/ + Y« + 8^ = o. 
L'équation tangentielle de cette section sera : 

u 



K 



s 



V 

w 
s 





= 4>(u, Vf w, s) = o; 



u V w 
ou, en développant : 

Au* -*- AV -h k'w^ -H 2^vw + 2Wuw + iS'uv 4- 20as 4- 2C!vs 

4- 2G'm;s 4- D^* = o. 
Nous supposerons, dans ce qui suit, les coordonnées recti- 
lignes et rectangulaires. Alors l'équation tangentielle qua- 
dratique des points de rencontre du cercle imaginaire deTinfiDi 
et du plan {oL^i^) de la section sera : 

(19) (a* 4- P* 4- y')(^* 4- v" 4- W^) — (au 4- f V 4- yw;)" = O. 

L'équation des quadriques enveloppées par les plans tan- 
gents à la section ^et passant par un des points définis par 
l'équation (19) sera, en appelant "V un paramètre arbitraire : 

(20) ^(W, Vy Wy 5)— V[(a»4-p»4-Y*)(u*4-V»4-W»)— (au-f-pv+yt^)*] =0 . 
En cherchant les valeurs de Y pour lesquelles cette équa- 
tion représente deux points, et en attribuant à Y une de ces 
valeurs dans l'équation (20), on aura Téquation tangentielle 
quadratique d'un couple de foyers. En écrivant que le discri- 
minant de (20) est nul ainsi que tous ses mineurs, on a pour 
déterminer Y, l'équation : 
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(21 ) (a«H-p«4-Y«)DV«-[(p(a, p, y)-(a-ha'+a')(a»+p»+Y*)] KV-K«=o, 
dans laquelle <p(a. p, y) désigne, comme à Fordinaire, l'en- 
semble des termes de /"(a, p, y, 8) qui sont indépendant de 8. 
Dans ces conditions, le premier membre de l'équation (20) 
est une forme quadratique décomposable dans le produit de 
deux facteurs linéaires. En faisant cette décomposition et en 
annulant chaque facteur, on aura les équations des foyers, 
et par conséquent les coordonnées des foyers. Appelons 
x', y\ %' les coordonnées d'un foyer et appliquons les formules 
(18), nous aurons: 

, G , C , C' 

^-"D 2^ -D ^ - D 



ce- B'D- VDap G'G'-BD - VDpy G'*- A'D + YD(a«4.jo«) 

I 



Dy/G"^ - A''D -H VD(oc« + p«) 
Gonsidérons le système d'équations : 

G G' 

^"U 2^-D 



/ ^^" " ^'^ " ^^"^^ ^^' - BD - VDpY 

"-D 



C"«-A''D-t-VD(a« + p«) 
Ges équations représentent une droite qui passe par deux 
foyers. Elles sont donc les équations d'un axe de la section. 
Si la section est une parabole, D = o. Les formules (18) 
ne sont plus applicables, car il faudrait supposer, dans 
ces formules, d = o. Mais en raisonnant comme dans le 
cas d'une forme quadratique ternaire on verra que l'une des 

Ot 6 Y 

solutions est donnée par d = o et - = ^— — —„. L'autre solu- 

^ ce G 

tion sera donnée par les équations (17), oh Ton aura fait d = o; 
et qu'on divisera ensuite par 8. G'est ici la seule solution qui 
convienne, et qui donne le foyer de la parabole situé à dis- 
tance finie; l'autre solution convient au foyer situé à l'infini. 
On trouve ainsi, pour le cas ou D = o : 
, A V(û«+Y») , A'-V(aM-Y*) , A''-V(a«+p«) 

X = — ^ — > y = — ^, — ' ^ = — ^n 
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Les équations de Taxe de la parabole seraient : 

K ) G G' G" ' 

On peut avoir facilement les coordonnées des sommets de 
la section. Formons l'équation en S de ^{UyV,w,s)=:o; nous 
verrons que cette équation est Tégalité (21) dans laquelle on 

remplacerait V par . Nommons V et V" les raci- 

^ ^ a» + p» 4- y' 

nés de Téquation (21). Désignons par p eiq les Jongueurs 
des demi-axes de la section, et nous aurons : 

T(a« + p. + y.) V"(»' + P' + T*) 

P- 5 ' q= ô 

Pour avoir les coordonnées d'un sommet, il suffira d'observer 

G C G" 
que les coordonnées du centre de la section étant p:' ^' tt-; 

en écrivant que chacun des rapports (22) est égal à p, ou à g, 
divisé par la racine carrée de la somme des carrés des déno- 
minateurs, on aura les coordonnées a:, y, z d'un point situé 
sur l'axe et distant du centre de p, ou de q. On aura donc les 
coordonnées d'un sommet. Pour le cas de la parabole, il suffira 

d'observer que la valeur du paramètre pst — r— (a*+p»-HY*), 
et on raisonnera de môme, en appliquant les équations (23). 



SUR UN DETERMINANT NUL 



Par M»» veuve F. Prime, à Bruxelles. 



1. — Je dis que le déterminant 
sin 20L^, sin (a^ + a^), 
sin (aj + aj, sin 2aj, 



sin (a» -h a^), sin (a^ -h a,), 
pourn>2, est nul. 
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sin (a^ H- an) 
sin (aj -*- a„) 



sin 2an 



d. 
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En faisant le produit des deux tableaux 



a, ôj 



• • 



on a 



«n an 



f>i ai 

• ■ • 

bn an 



= O. 



a^bn 4- «n^i ««ftn + «n&a • • • 20„6„ 

Et en posant a = sin a, b = cos a, on trouve immédia- 
tement le résultat énoncé, 

2. — On peut déduire, de ce théorème, certaines relations 

assez remarquables entre les angles d'un triangle. 

1<> Faisons 

A B G 



2 



il vient 



cos A, 


. G 

sin - > 
2 


. B 

siu — 
' 2 


. G 

sin -f 
2 


cos B, 


. A 

sm — 
2 


. B 

Slû — f 

2 


. A 

sm - 9 
2 


cos C 



= o. 



2« Pour tti = 45<>4- A, a^ = 45^ + B, a, = 45* 4- C, on a 

cos 2A, — cos G, ~ cos B 

— cos G, cos 2B, ~ cos A =0. 

— cos B, -• cos A, cos 2G 

8« Pour a^ = 90^ - A, o^ = 90*» - B, a, = 90^ - C, 

il vient 

sin 2A, sin G, sin B 

sin G, sin 2B, sin A =0. 

sin B, sin A, sin 2G 



4® Enfin si 



•A 



B 



G 



«1 = 90** - T » «a = 90"* - r » «1 = 90*» - - 



on trouve 
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• A G B 

sin A, cos - » cos - 

2 2 

C . _ A 

cos - • sm B, cos - 

2 2 

cos - > cos - , sin G 
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NOTE SUR LE CENTRE DE GRAVITE 

DES SOLIDES A LA MESURE DESQUELS EST APPLICABLE 

LA RÈGLE DES TROIS NIVEAUX 

Par M. Frétille» ancien élève de TËcole Polytechnique, 
principal du Collège de Bône. 

(Suite et fin, voir page 153.) 



EXTENSION I>ES PRÉCÉDENTS THÉORÈMES AUX SEGMENTS DE SURFACES 

DU SECOND ORDRE 

1® Cas du segment sphérique. — Leznine I. — Soient (fig. 4) 
APD un demi-cercle; ACBD le rectangle circonscrit, FO, KM 
deux demi-cordes parallèles à 
AG, rencontrant GD en L et N, 
et coupées en G et L par la droite 
OG. Gette figure tournant autour 
de AB, le demi-cercle engendre 
une sphère, etc. Et Ton a : 
cercle FH = cercle FL 
— cercle FG. 
Gar régalité 

FH^ = R» - ÔFS 
peut s'écrire 

tÎFT = ^FL - :^FG^ 
On peut dire encore : 
couronne HL = cercle FG. pig, 4. 

Lexnxne II (qui se déduit du précédent) : 

segm. sph. FKMH = cyl. FKLN - tr. cône FKGI; 
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car la même relation existe entre les cylindres élémentaires 
dont les sommes ont pour limites les trois volumes considérés. 
Et encore : L'anneau HLMN, différence du cylindre et 
du segm'ent sphérique, et le tronc de cône FGIK, ayant toutes 
leurs sections parallèles aux bases, équivalentes et concen- 
triques, ils ont même volume et, de plus, leurs poids peuvent 
être remplacés par les trois mêmes forces. 

Théorème. — Le segment sphérique est mesurable par la règle 
des trois niveaux. 

Il suffit, pour le démontrer, d'appliquer cette règle au 
cylindre FKLN et au tronc de cône FKGI, dont le segment 
sphérique est la différence, de soustraire les expressions 
trouvées, et de simplifier. 

Théorème. — Le centre de gravité du segment sphérique est 
déterminé par la même règle que celui du tronc polyédrique. 

Car, le cylindre et le tronc de cône étant remplacés chacun 
par les trois forces que Ton sait, ces forces seront appliquées 
deux à deux aux mêmes points. On les retranchera deux à 
deux, etc. 

iP Cas du segment d'ellipsoïde^ du segment de paraboloïde 
elliptique. — On passe par déformation, et sans qu'il soit 
utile d'insister, du segment sphérique au segment d'ellip- 
soïde, puis au segment de paraboloïde elliptique. Dans ce 
dernier cas, les formules se simplifient. 

On démontre aisément, en effet, que^ si plusieurs plans 
parallèles coupent un paraboloïde, les aires des sections 
qu'ils déterminent sont proportionnelles à leurs abscisses, 
ces abscisses étant comptées sur le diamètre conjugué. On en 
conclut 26' = B 4- 6 ; d'où 

Donc le segment de paraboloïde elliptique équivaut à un cylindre 
de même hauteur et ayant pour base sa section médiane, etc. 

3® Cas du segment d'hyperboloïde à deux nappes. — On sait 
que les couronnes interceptées, sur des plans parallèles, par 
l'hyperboloïde, et son cône asymptote ont une aire constante. 
Donc le volume compris entre l'hyperboloïde et le cône ^^gr. s) 
peut être remplacé par un cylindre de même diamètre; et, le 
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pegmeDt considéré étant là différence du tronc de cône et 
du cylindre, on achèverait la démonstration comme pour le 
segment sphérique, aux signes près. 



A 



\ 
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« 
I 



# « 
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y ' * 1 

>» 
'' I 




V ^ __. ^, _ 

V X '• ' 1 \ 

« 
I 

I 
t 




4® Ca« (/e rhyperboloide à une nappe et du parabolo>ide hyper^ 
bolique. — Ces cas se ramènent à celui des surfaces réglées. 
On pourrait encore considérer le segment d*hyperboloïde 
comme somme d'un tronc de cône et d'un cylindre. 

NOTE SUR LES SURFACES AUXQUELLES S'aPPLIQUE LA RÈGLE DES 

TROIS NIVEAUX 

Nous avons montré, jusqu'ici, comment on peut trouver le 
volume et le centre de gravité d'un tronc de surface réglée, 
étant connus l'aire et le centre de gravité des bases et de la 
section médiane. Nous allons chercher maintenant si l'on 
peut arriver au même résultat, étant connus les aires et les 
centres de gravité d'autres sections horizontales en nombre 
suffisant et faites à des hauteurs quelconques. 
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§ 1®'. — Aire des sections. Volume du Tronc. 

Rapportons la surface à trois axes rectangulaires OZ, OX, 
OY, ces deux derniers horizontaux. Soient (fig, 1) AB et CD 
deux génératrices voisines ayant pour équations : 

a; = a,2 + 6, ( a; = a'z 4- 6', 

y = cz + dy \ y = c'z -h d\ 

Soient enfin, E, B, D les points oli le plan horizontal, mené 
à la hauteur js, coupe OZ, AB, CD. L'aire du triangle EBD 
est: 

- \{az + b){c'z + d') - {a'z + b'){cz + d)\, 

Les aires des triangles analogues à EBD ayant des expres- 
sions analogues, le polygone qui est leur somme aura pour 
mesure : 

^ 2 \(az + h)(dz H- d!) - (a'z -h b'}{cz + d)\; 

expression du second degré en z. Si nous multiplions les 
génératrices, le polygone a pour limite la section de la surface 
réglée; Taire de cette section varie donc suivant un polynôme 
du second degré; et Ton peut écrire: 

(1) S = fz^ -h gz -^ h. 

Cette expression, due à Mac-Laurin, devient, par un chan- 
gement du plan des xy : 

(2) S =. Z"^» -f- K. 

Pour z = o, on a S = K; nous pouvons donc supposer K 
positif et nous le remplacerons par Q*. Alors f pourra être 
positif ou négatif; si nous le supposons positif, et égal à P*, 

la formule devient : 

S = P«^* + QV 
La surface a une gorge, répondant à ^ = o ; au-dessus et au- 
dessous elle s'élargit symétriquement; Thyperboloïde à une 
nappe est dans ce cas. 

Si, par l'origine, nous menons des parallèles aux génératrices 
elles auront pour équations : 

X = az, i X = a'z, 

y ^ cz, \ y=^c'z; 

et la section du cône directeur formé aura pour aire : 



JOURNAL DE MATUÉMATIQUBS SPÉCIALES 183 

- V [az.c'z — a'z,cz\ = P*i?*. 

Donc la section de la surface est la somme de la section du 
cône directeur et d'une couronne constante e|t équivalente à la 
section de gorge. Si le cône et la surface réglée se rencon- 
trent, la couronne sera (comme on sait) remplacée par la 
différence de deux lunules. 

La formule (1) renfermant trois coefficients, ils peuvent 
être déterminés par trois équations, et il suffit de connaître 
les aires de trois sections pour connaître celles de toutes les 
autres sections. Voici une solution analytique et une solution 
géométrique du problème. 

Solution analytique. — Le problème étant du premier 
degré, à trois inconnues, ne peut présenter que des longueurs. 
Mais il est intéressant de trouver une relation simple entre les 
aires et les distances respectives de quatre sections. 

Soient A; B, G, D, quatre plans sécants parallèles placés 
dans Tordre des lettres; Sa, St, Se, S^, les aires des sections 
qu'ils déterminent, et ab,cd, etc., leurs distances respectives 
affectées d'un signe, de telle sorte que cd -h de = o, etc. Si 
nous prenons pour origine le plan A, nous aurons : 

Sb = p.ab^ -h q.ab + Sa 

Se = p.ac^ 4- q.ac ■+• S» 

Sd = p.ad^ -h q.ad -h Sa. 
L'élimination de p et de 9 est aisée ; en dirigeant conve- 
nablement les calculs, on trouve promptement une formule 
simple et symétrique. Divisons en efiPet les trois équations 
respectivement par ab, ac, ad; retranchons-les deux à deux 
et simplifions, nous avons : 

Sb Se , Sa.6c » 
= p,Cu-\ ♦ 

ab OC ab,ac 

Sfc Sd ,, Sa.bd 

— = p.db -h -^ — • 

db ad ab.ad 

Divisons respectivement par cb et par db ces équations, 

retranchons et simplifions. Nous trouvons enfin : 

Sa S5 Oe Sj 



ab.ac.ad ba.bc.bd ca.cb.cd da.db.dc 



= G. 
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Solution géométrique. — Si trois plans parallèles détermi- 
nent, dans deux surfaces réglées, des sections équivalentes, il 
en est de même d'un quatrième. Prenons donc un axe vertical 
et décrivons trois circonférences horizontales ayant pour 
rayons y^Sa, v^S^, v/Sc, et pour centres respectifs les points 
oh Taxe coupe A, B, G. Puis, par les procédés de la Géométrie 
descriptive, construisons un hyperboloïde de révolution qui 
passe par ces trois circonférences; le point D le coupera 
suivant une circonférence dont le rayon sera \/Sd. — Une 
génératrice de Thyperboloïde suffira pour cette construction, 
qui donnera en même temps la position de la gorge, Taire Q* 
de la gorge Q, et aussi P*; car le cône asymptote de Thyper- 
boloïde a les mêmes sections que le cône directeur de la 
surface réglée. 

Remarque. — Si, dans Téquation (2) on a : /*< o, ft < o, elle 

devient : 

S = - P«J3« + QK 

La surface, renflée pour a? = o, se rétrécit symétrique- 
ment au-dessus et au-dessous de ce plan ; ses sections devien- 
nent nulles, puis négatives. C'est le cas de la surface engen- 
drée par une droite qui se meut en s'appuyant sur deux 
autres, de telle sorte que ces directrices interceptent, sur 
la génératrice, une longueur constante. 

Ce que l'analyse nous a appris et nous apprendra des 
surfaces réglées du premier cas s'appliquera à celles-ci, à 
l'aide d'un changement de signe, et sans qu'il soit utile 
d'insister. Et, pour leur appliquer la solution géométrique 
ci-dessus, il suffira de considérer leurs sections comme diffé- 
rences entre celles d'un cylindre de section K* et d'une 
surface du premier cas : S = P*^' -H K* — Q", avec la con- 
dition : K» > Q\ 

Corollaire. — Si l'on connaît les aires des sections d'une 
surface réglée, par trois plans horizontaux, on pourra mesurer 
le tronc compris entre deux autres plans horizontaux. Ce tronc 
sera d'ailleurs équivalent à celui que les mêmes plans déter- 
minent dans l'hyperboloïde ci-dessus. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉGIALKS 18S 



EXERCICE ECRIT 



58.— y® On considère la lemniscate de BemmUli dont r équation 

est 

(L) (x* + y»)» = a«(x» - y»), 

ainsi que l'hyperbole d' équation 

(H) i«_y.= ^. 

4 
MoiUrer que tout cercle ayant son centre sur (H) et passant par le 

pohU double de la lemniscate est en outre tangent à la lemniscate. 

2** Tout cercle passant par le centre delà lemniscate (L) coupe 

la lemniscate en deux autres points A,etB. Montrer que le lieu des 

centres des cercles tels que Von ait 

5e compose d'un cercle et d'une hyperbole. 

(En. Barisîen.) 

Notes sur l'exercice 57. 

Prenons pour origine le point A; pour axe Oo;, la tangente à F, en ce 
point A; pour axe Oy, le diamètre de A. 

1* Les coniques û qui ont, avec F, trois points confondus, sont, dans 
le système choisi, représentées par l'équation générale. 

(1) a?»-i-(H-{i.%* — 2|xan/ — 2Ry = o; 

dans laquelle |j. représente un paramètre arbitraire. La droite A, menée 
par B, parallèlement à Ox^ touche la conique (1) en un point dont Tabscisse 
est 2H[ji. D'après cela, le lieu du point 1 est une cubique correspondant 
à réquation 

2R — 1/ 

2* Avec les notations habituelles, nous avons 

A=i, A'=i4-{iS A'' = o, B" = -{x, B'=:o, B = R. 

A = AA'A' + 2BB'B' — AB« — A'B'« — A"B"« — R«. 

L'équation qui donne les carrés des axes de la conique (1) est donc 

(G.A»., p. 290) 

z^ — R«(2 + ^^)z + R* = o. 

On déduit de là que l'aire de û est constante et égale à celle de F. 

3* En cherchant rintersection de la droite ô, (2/=R), avec Û, on voit que 
la différence des abscisses des points d'intersection est égale à 2R. Cette 
propriété résulte encore, bien simplement, de la remarque faite au para- 
graphe précédent, et du second théorème d'Apollonius. 
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40 Les directions asymptotiques de F sont données par 

a?* + ( I + [1%* — 2 [xon/ = o. 
Les parallèles aux axes, menées par Torigine, sont donc représentées par 

— PL* 

X* — y^=z — — xy = [Lxy. 

Le faisceau des axes correspond à Téquation 

(x — iiR)« — (2/ — R)« - ]i{x — H.R)(3/ — R) = o. 
On déduit, de là, Téquation de Tenveloppe 

x^ + 4R2/ = o. 
G^est une parabole admettant S pour directrice. Les tangentes issues à 
cette parabole, d'un point de S, sont, en effet, rectangulaires. 

iVoto.— M. Barisien nous a envoyé une très élégante solution de l'exer* 
cice 57. 



CONCOURS DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE (*j (1892) 

SOLUTION ANALYTIQUE 



1* Prenons, pour axes de coordonnées, la droite AB et la corde perpen* 
diculaire HH^ considérées dans renoncé. 
L'équation de l'hyperbole est 

a:^ — 2/* 4- . . . + ft = o. 
On a donc, d'après cela, 

GA.GB= GE.GF = GH\ 
2* Prenons F rapportée à ses asymptotes ; soient y — Xo; — it = o, 

l'équalion de AB; y — - o? — ji' = o, celle de la droite CD, seconde 

corde d'intersection de (H) avec (C). 
En écrivant que 

(y — Xu — {/.)(«/ — - a? — pi') H- 6(a;y — m*) = o 
représente la circonférence (G), on trouve 

Finalement, Téquation de (G) est 

ic« 4- 2/* H- y[v.' — ix) + x{^ — ix'X j — w*a -f. i j = o. 
Le centre a pour coordonnées : 



ïi'-î) 



2 



comme il appartient èi AB, on a 



(*) Voyez renoncé, p. 139 ; et une solution géométrique, p. 166. 



r 
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- Il' -x(ix'X-j)~ 211=0, 



OU |i' (1 H-X*) = o. 

La droite donnée AB étant réelle, on a 

(1) li' = o; 

ainsi CD passe par le contre de (H). C'est, d'ailleurs, une propriété bien 
connue. 

On voit donc que si A, B appartiennent à deux branches de (H), les 
qpiatre points sont réels ; dans le cas contraire, il y a deux points imagi- 
naires et deux points réels. 

3* Le système des cordes communes à (G) et à F est représenté par 
Téquation 

»■ + 2/» H- ^ « - PLI/ — m«U +-^ j + t(xy — m«) = o. 

Prenons les trois dérivées par rapport kx^y^s ; nous ayons 

2x-hty-^^ = 0j 

A 

te -I- 2y — |ji = O, 
- aï — (Ay — 2tm* — 2mM X + -- j =: o. 

L*équation du lieu s'obtiendra en éliminant |i et t entre ces égalités (*). 
En les multipliant, respectivement, par a;, y, » i ; puis, en ajoutant les 
résultats, on a 

aï' H- 1/2 -4- tey -h «m* 4- m*rk 4- H = o. 

D'autre part, les deux premières égalités donnent 

2{y -4- Xa?) -h t{x + \y) = o. 
Finalement, l'équation du lieu est 

U2 + y2 + m^lx + Ij \{x + Xy) = 2(2/ + Xa;)(w2 + xy), 

X' — I 
ou (a?2 — y2)(a; — >y) = m* — - — (x — ly) = o. 

Cette équation se décompose. Le facteur x — Xy, égalé à zéro, repré- 
sente risogonale (1). C'est une droite fixe, puisque AB, dans son mouve- 
ment, reste parallèle à une direction fixe. Or, en considérant le quadri- 
latère ABCD, parmi les couples qui correspondent à ces quatre points, 
se trouve celui qui est formé par les droites AB, CD ; le centre de ce 
couple appartient à la droite fixe RR'. On devait donc trouver le facteur 
'ky — X dans l'équation faisant connaître le lieu des centres des couples 
considérés. 

Quant aux deux droites AD, BC, qui se correspondent homographique- 
ment, le lieu de leur point de concours est une conique passant par les 
points C, D. 

L'équation du lieu étant 



(*) On pourrait, bien entendu, écrire le résultat immédiatement sous 
la forme d'un déterminant. Mais le calcul qu'il faut effectuer pour déve- 
lopper celui-ci ou pour mettre en évidence le facteur singulier signalé 
plus loin n'est pas plus rapide. 
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(H' a;» — î/» = w» ^1-^» 

I 

si Ton cherche à déterminer les droites allant de Torigine aux points 

communs à (H) et à (H'), on est conduit à Téquation 

X* — y*= xy > 

laquelle peut se mettre sous la forme 

[y H- lx!)(x — ly) = o. 
On voit par là que (H') passe par les points G, D, et qu'elle coupe (H) 
en deux autres points imaginaires situés sur le diamètre Oco perpendicu- 
laire à CD. 

4* Prenons pour axe des Y la droite fixe CD, pour origine le point O, 
milieu de CD et pour axe OX, une perpendiculaire à OY ; c^est la droite 
Oa> qui joint les milieux des cordes AB, CD. 
Les équations de (G) et de (H) sont 

X« + Y» — 26/iX — /i» = o, (C) 

X> — Y> — 2KXY 4- /i* = o. (H) 

La tangente à (G), au point G, a pour équation 

Y - 6X - /» = o. 
En cherchant Tintersection de cette droite avec (H), on trouve que les 
coordonnées de G'' vérifient les équations suivantes 

IX^^^Y') I Y = /i + 6X, X - 2KY = 6(Y 4- ^J. 

Un calcul analogue donne, pour déterminer les coordonnées du 
point G', 

'(X'%') 1 Y 4- KY = /i, X =r K(Y + /i) + 2Qh. 

L'équation de G'G'' étant 

f _ Y' — Y" 

le point où elle coupe OY a pour ordonnée 

_ X^Y^' — Y^X^ 

X' - X" 

Or, on a, par les formules G', G" 

Y' = ft — KX', Y" = /i 4- eX" 

et, par conséquent, Y = A 4- (9 + K) . 

X' "" X^ 
Il reste à calculer la quantité ^ — ^,* 
Les formules G', G'' donnent par élimination successive de Y 

2fc(e 4- K) ... 

\, = I - e* - 2Ke, 

2ft(9 4-K) 

X' - ' -*- ^ » 

d'où 2/»(^,-^) = K4.ô. 

Finalement Y = — A. 

La droite G'G'^ passe donc par le point fixe D. 
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GÉNÉRALISATION, par M. M. «. lieinekoffel. 

Je considère une coniqtie (H) quelcongne^ et trois point9 a, b, c de cette 
conique. 

Soit (G) une conique passant par a, b, c et tangente en a, h^ à deux droites 
parallèles à la tangente en c à (H), qui fait un angle avec la ligne ab. 

10 Si je fais Tarier la droite a6, Tangle est constant, j*aarai,pour cha- 
cune des positions de cette droite ab, une conique (G). Je vais montrer 
que toute droite parallèle à la tangente en c à (H), c'est-â-dire faisant un 
angle avec fl6, coupe les deux coniques suivant quatre points formant 
une division harmonique. 

Gette conique (G) rencontre (H) en un quatrième point d. Je dis que 




cd est un diamètre de (H). On sait en effet que Tenveloppe des droites 
qui rencontrent deux coniques données suivant quatre points formant une 
division harmonique est une conique tangente aux huit droites tangentes 
aux doux coniques, en leurs points communs. Or ici cette coniquese réduit 
à deux points dont l'un est rejeté à Tinfini, sur la droite faisant un angle 
aveca6 (puisque cette conique admet trois tangentes parallèles à cette 
droite) ; par suite en d la tangente à (H) est parallèle à la tangente en c. 
Geci nous montre que le pôle T de ab par rapport à (H) coïncide avec le 
pôle de cd par rapport Si (G). Il en résulte que toutes les droites rayon- 
nant autour de T où faisant un angle avec ab rencontrent les coniques 
(H) (G) on quatre points formant une division harmonique. 
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2* On peut se demander à quelle condition la droite ctb doit satisfaire 
pour que les points c, d soient réels. Si la conique (11) est une ellipse les 
quatre points sont toujours réels. Si ou (H) est une hyperbole nous 
distinguerons deux cas, celui où la parallèle L menée par O centre de 
H) k ab est ou n'est pas dans l'angle des asymptotes qui contient la courbe. 
Dans le premier cas, si Ton mène par D une droite V faisant un angle 
avec L, il faut, pour que les points c, d soient réels, que la droite U soit 
dans Tangle des asymptotes qui ne renferme pas la courbe, ou enfin que 
soit supérieur A Tangle des asymptotes Dans le second cas, la droite L 
doit faire un angle supérieur à (H) arec Tune des deux asymptotes. 

3" L'angle 6 étant toujours constant, si ab se déplace en restant paral- 
lèle à une direction fixe, la droite cd est fixe puisqu'elle est le diamètre 
de (H) des droites faisant un angle 6 avec la direction donnée. 

40 En un des quatre points communs aux deux coniques, soit c, nous 
menons la tangente à (H) qui rencontre (C) en c^ ; ce point est tel que 
COL = c'a puisque ab est le diamètre de (G) de la (direction cc\ La tangente 
en c à (G) rencontre (H) en c" : ce point est sur GTle symétrique de c par 
rapport à la droite Oa qui est le diamètre conjugué de (Hj de la droite GT. 
Eneftetle pôle de cette droite.GTest surcc';et, déplus, sur la polaire deT 
la droite a&; c'est donc le point a. La droite c'c'' est donc pairallèle à Oa et 
elle rencontre par suite GO au point d. Si donc la droite ab se déplace 
parallèlement à elle-même les points c, d étant fixes toutes les droites 
c'c" passeront par le point d. 

Il sui&t de supposar que == — et que (H) est une hyperbole équilalère 

et G UQ cercle pour avoir, comme cas particulier de ce qui précède la 
question proposée. 

Reuarque. — On peut remarquer aussi que ces propriétés étant toutes 
projectives, on a ces propriétés générales relatives à une série de deux 
coniques quelconques (H), (G) satisfaisant k cette condition unique que 
se coupant en quatre points a, 6, c, d, les tangentes en a, 6 à (H) en c, d 
à (G) concourent en un même point T'. 

Les quatre autres tangentes concourent en un même point T ,et les 
droites rayonnant autour des points T, T' rencontrent les deux coniques 
suivant quatre points formant des divisions harmoniques. 

Les tangentes en l'un quelconque des points communs, aux deux 
coniques, au point c par exemple, les rencontrant en c', c' la droite c'c" 
passera encorepar le point d. 



ECOLE POLYTECHNIQUE 

CONCOURS DE 1892 



Calcul trigonomôtrique* 

On donne les trois côtés d'un triangle 

a = 58124.59 , b = 46571.46 , c = 37604.18 
Calculer les trois angles et la surface* 
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Épure. 

Intersection d*une sphère et d*un cylindre. 

Le rayon de la sphère est de 80"". Le centre a sa projection horizontale 
à 90""> du bord inférieur de la feuille, à 13Ô""" du bord de gauche, et â 
220-" de la projection verticale. 

La trace horizontale du cylindre est un cercle de 60"** de rayon, et 
dont le centre est à 140""" du bord inférieur de la feuille et à 1^0-* du 
bord de droite. Les génératrices sont de front, inclinées de 60* sur le 
plan horizontal, et s*élèvent de droite à gauche au-dessus de ce plan. 

On demande de représenter par ses projections le solide qui reste, 
après que Ton a enlevé de la sphère la portion qui sq trouve à l'intérieur 
du cylindre; les parties cachées seront tracées en points ronds. 

On indiquera en traits rouges la construction d^un point quelconque 
et des points remarquables de l'intersection, ainsi que celle des tangentes 
en ces points. 



AGRÉGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

CONCOURS DE 1892. 

Étant donnés un ellipsoïde E, de centre 0, et un cône du second 
ordre Q, de sommet S, on considère un trièdre Oa^y» ^ont les arêtes 
forment un système de diamètres conjugués de rellipsoîde, et on prend 
le point d^intersection de chaque arête de ce tièdre avec le plan diamé- 
tral qui lui est conjugué dans le cône Q. On obtient ainsi trois points 
A, B, G, qui déterminent un plan P. 

10 Démontrer que le plan P passe par un point fixe F, quand le 
trièdre Oa^Y varie. 

2* Les points S et F déterminent une droite D ; trouver le lieu des 
droites D qui passent par un point donné o), lorsque le cône Q se 
déplace en restant égal et parallèle à un cône fixe. 

3* Trouver, dans la même hypothèse, Tenveloppe G des droites D qui 
sont situées dans un plan donné H. 

40 Trouver le lieu des foyers des courbes G, lorsque le plan U se 
déplace en restant parallèle à une droite donnée. 

CSomposition sur Tanalyse et ses applications 

géométriques. 

On considère la surface S lieu des points M dont les coordonnées 
rectangulaires X, Y, Z sont définies par les équations 



X=wcosv, Y=:=Msint;, Z=:ay+^6«— w*— 6L 



ft+^fta-tiS 



u 

dans lesquelles u, v désignent des variables indépendantes et a, b des lon- 
gueurs données. 

1* Étudier brièvement les courbes (V) définies par Téquation v = con* 
stante ; ces courbes sont planes et leur plan coupe la surface S sous un 
angle constant. 

2o Montrer que la surface S est applicable sur une surface de révolution 
S, et indiquer le mode de correspondance entre les points des deux 
surfaces. 

3*» Un trièdre trirectangle Mxyz se meut de manière que, dans chacune 
de ses positions, Tarête Uz soit normale en M à la surface S et Tarête Mo; 
tangente à la courbe (V) qui passe au sommet M. A un mouvement 
élémentaire du trièdre correspondent un déplacement du sommet M, 
dont les projections sur les arêtes Mo;, Mt/, Mz sont de la forme 
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et une rotation da trièdref dont les composantes suivant les mêmes arêtes 
sont de la forme 

pdu -hpidv, gdu + QidVy rdu + Vidv] 
on demande d'exprimer en fonction de u et de v les quantités 

P» 9» f. p., q^, rj. 

4* Déterminer les lignes de courbure de la surface S et ses rayons de 
courbure principaux. 

50 Trouver la surface lieu des centres de courbure principaux de S ; 
montrer que les deux nappes de ce lieu sont applicables sur une alysséide. 

6<> Déterminer les lignes asymptotiques de la surface S, leur courbure 
et leur torsion. 

Composition de mécanique rationnelle. 

Un point matériel M est assujiitti ft se mouvoir sur une surface fixe S 
sous 1 action d'une force P, constamment dirigée dans le plan tangent au 
poicit M; cette force dérive d'un potentiel et sa grandeur, en chaque 
point, ne dépend que de la valeur u du potentiel en ce point. On suppose 
en outre que le point M i)eut décrire une infinité de courbes aégdX 
potentiel, pourvu qu'on lui imprime une vitesse initiale convenable. 

1* Démontrer que le carré de Télément linéaire de S peut être repré- 
senté par la formule 



F(u) 9(w) 

les lignes v = constante étant des lignes géodésiques orthogonales aux 
courbes d'égal potentiel. 

2* En supposant que les lignes d'égal potentiel soient des courbes fer- 
mées, déterminer la forme des fonctions F(u), 9(1/), de telle sorte que le 
point M décrive une trajectoire fermée, quelles que soient les conditions 
initiales où il est placé, la vitesse initiale pouvant toutefois être soumise 
& certaines restrictions. 

Trouver l'expression de la force P qui doit alors agir sur le mobile. 

3<> On reconnaîtra que, parmi les surfaces qui satisfont à la question, se 
trouve la surface de révolution Si pour laquelle on a 

, . m^du* m*t*dt;* 

4w(m* -h w)* (w* + u)* 

m désignant une longueur donnée et v Tazîmut de Télément ds par rap- 
port à un plan méridien fixe. 

Étudier ta forme de la surface S^ 

Déterminer le mouvement que prendra le point M sur cette surface 
sous Tinfluence de la force P considérée aux paragraphes précédents; 
on suppose qu*à Tinstant initial le mobile est sur le parallèle correspon- 
dant il u=z im^ et que sa vitesse est tangente à ce parallèle. 

Calculer la pression que, dans ce mouvement, le point M exercera sur 
la surface Si. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 
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NOTE SUR L'HYPOCYCLOIDE 

À TROIS REBROUSSEMENTS ET SUR LES QUARTIQUES 

DE TROISIEME CLASSE 

Par M. P. Delens, professeur de mathématiques spéciales au Lycée 

de Rouen. 



I. — Je me propose d'indiquer un lieu géométrique qui 
met en évidence une propriété très simple de Thypocycloïde 
à trois rebroussements. Cette propriété est une conséquence 
immédiate des théorèmes démontrés sur cette courbe par 
Cremona, Painvin, etc., mais il ne me semble pas qu'elle ait été 
présentée, encore, sous cette forme. 

Yoici cette propriété : 

^<*. Le lieu des points (toii on peut mener à une hypocycloïde 
à trois rebroussements des tangentes dont les trois points de contact 
soient en ligne droite est la circonférence circonscrite à cette courbe. 

2®. L* enveloppe de la droite qui passe par les trois points de 
contact est une autre hypocycloïde à trois rebroussements cir^ 
conscriteau cercle précédent et admettant pour sommets les points 
de rebroussement de la première hypocycloïde. 

Ces théorèmes se démontrent sans peine en observant que 
rhypocycloïde à trois rebroussements est une courbe unicur- 
sale, et en utilisant les formules indiquées par M. de Long^ 
champs (*)• 

Rapportons en effet la courbe à deux azes rectangulaires, 
l'origine étant en un des points de rebroussement, et l'axe 
des X étant la tangente en ce point. Les coordonnées de tout 
point de la courbe pourront être représentées par les formules : 

M^ œ ^^'(3 + t^) 2R^« 



(l + /•)* ^ (l H- «*)• 

dans lesquelles — est le rayon du cercle inscrit à la courbe^ 

4 



(*) Voir J.M.S. 1884, p. 169. 
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et t le coefficient angulaire de la tangente au point que Ton 
considère. 
L'équation d'une tangente quelconque à la courbe étant: 

(y - to)(i + /•) + R<« = G 
les points de contact des tangentes issues du point P (a, p) 
sont déterminés par l'équation du troisième degré: 

(2) «»(a - R) - p/« + a< - p = o. 

D'autre part, les points de rencontre d'une droite quel- 
conque A : 

(A) ux -h vy -h w = o 

avec la courbe étant déterminés par l'équation: 

(3) (wR + w)t^ H- 2VR^» H- (3wR + 2W)t* -h w = o, 
nous aurons le lieu du point P, en exprimant que le premier 
membre de cette équation (3) est divisible par le premier 
membre de l'équation (Z); ce qui donne les conditions: 

( p«Ru -h 2pR(a ^ R)y + [p« + (a - R)«]u; = o. 

(4) J (2a - 3R)u - ti; = o, 

( p«Ru 4- [p* + a(a - B)]w = o. 
L'élimination de u, v, w entre ces trois équations homogènes 
donne la relation cherchée entre % et p, laquelle se réduit, 
après suppression du facteur étranger a — R, à : 

(5) 2(a« + p«) - 3Ra = o. 

Le lieu du point P est donc bien la circonférence circonscrite 
au triangle des points de rebroussement de l'hypocycloïde, 

— Cherchons maintenant l'enveloppe do la droite A qui 
passe par les points de contact lorsque le point P décrit la 
circonférence précédente. 

Si nous tenons compte de la relation (5), les équations (4) 
se réduisent à : 

(6) 2p*w + ati; — pu + av = o, 

et l'élimination de a et p nous donne aussitôt l'équation 
tangentielle de l'enveloppe cherchée : 

3Ruv* -4- (w* 4- v^)w = o. 
Il serait facile de remonter à l'équation cartésienne de 
l'enveloppe en observant qu'une tangente quelconque à la 

courbe cherchée a pour équation, en posant / = : 

(i H- t*)(y - tx) 4- 3R/ r- o; 
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ce qui donne pour les coordonnées d'un point quelconque de 

cette courbe : 

3R(i - /») - 6m» 
X = — ^ ■ » V = • 

(I + ^«)« ^ (l-H^')* 

On peut alors discuter la courbe, et Ton voit sans peine 

qu'elle représente une hypocycloïde à trois rebroussements 

ayant un sommet è l'origine, un point de rebroussement sur 

3R 
OXj et circonscrite au cercle de rayon — , qui constitue le 

4 
lieu précédant. 

Cette courbe est la développée de l'hypocycloïde donnée ; on 
peut donc encore énoncer le théorème suivant, facile à véri- 
fier par un calcul direct : 

La normale, en un point quelconque d'une hypocydoUde à trois 
rebroussements, rencontre cette courbe en trois autres points pour 
lesquels les tangentes vont concourir sur la circonférence qui lui 
est circonscrite. 

Il est évident qu'un seul de ces trois points de rencontre 
est réel. 

Nous verrons un peu plus loin que cette propriété de la 
normale est caractéristique pourl'hypocycloïde à trois rebrous- 
sements. 

II. — Les propriétés de l'hypocycloïde à trois rebroussa- 
monts que nous venons de démontrer sont un cas particulier 
de propriétés analogues des quartiques de troisième classe. 

Proposons-nous en effet de chercher le lieu du point P et 
l'enveloppe de la droite A pour une quartique quelconque 
possédant trois points de rebroussement, et pour cela trans- 
formons la question par polaires réciproques. On se trouve 
ramené au problème suivant : 

Trouver le lieu d'un point d'où Von peut mènera à une cubique 
à point double, des tangentes telles que trois de leurs points 
de contact soient en ligne droite; et trouver ïenveloppe de cette 
droite. 

La question se traiterait sans peine par le calcul en partant 
de l'équation de la cubique réduite à la forme simple : 

(ax^ 4- by^)% = «»; 
mais les résultats sont bien connus. On sait en effet que le 
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lieu du point cherché est la Hessienne de la cubique donnée, 
c'est-à-dire une cubique ayant même point double que la 
courbe donnée et les mêmes tangentes en ce point double ; 
cette courbe H admet également pour points d'inflexion les 
points d'inflexion de la cubique et touche ses trois tangentes 
d'inflexion. 

Quant à l'enveloppe de la droite des contacts, c'est la Cay^ 
leyenne de la cubique, laquelle se décompose alors en son 
point double (qui ne répond pas à la question) et une conique, 
constituant le véritable lieu. Cette conique C est tangente à la 
cubique H aux points oh elle touche les tangentes d'inflexion 
de la cubique donnée; elle touche également les tangentes au 
point double de cette cubique en leurs points de rencontre 
avec la droite qui passe par ses points d'inflexion. 

Si nous revenons maintenant, par une transformation in- 
verse, au problème primitif, nous obtenons les résultats 
suivants : 

4^ Le lieu des points d^où Von peut mener àunequartiquede 
troisième classe, des tangentes dont les trois points de contact soient 
en ligne droite est une conique passant par les points de rebrousse- 
ment de ta quar tique donnée et par les points de contact de cette 
courbe avec sa tangente double; les tangentes en ces derniers points 
passent par le point de concours des tangentes de rebroussement. 

â° V enveloppe de la droite passant par les trois points de con- 
tact est une quartique de troisième classe passant par les trois 
points de rebroussement de la quartique donnée (oii elle touche le 
lieu précédent)^ tangente à ses trois tangentes de rebroussement^ et 
admettant la même tangente double avec les mêmes points de con-- 
tact. 

Nous retrouvons ainsi tous les résultats précédemment 
indiqués pour l'hypocycloïde à trois rebroussements. 

En outre, si nous cherchons dans quel cas la droite qui 
passe par les trois points de contact est normale à la quar- 
tique donnée, ce qui exige que Tenveloppe de cette droite 
coïncide avec la développée de cette quartique^ nous voyons 
facilement que l'hypocycloïde à trois rebroussements peut 
seule satisfaire à cette condition; nous pouvons donc encore 
énoncer le théorème suivant : 
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Si chaque normale à une quartique de troisième ckisse rencontre 
la courbe en trois points (autres que son pied) pour lesquels les 
tangentes, soient concourantes ^ cette quartique est une hypocyclo'ide 
à trois rébroussements. 

— Un autre cas particulier intéressant est celui de IdiCardioïde; 
le lieu du point P est alors le cercle symétrique du cercle 
directeur de la cardioïde, par rapport à son point de rebrous- 
sèment. 

On vérifierait sans peine ce résultat, par un calcul analogue 
à celui que nous avons fait pour Thypocycloïde à trois 
rebroussements, en se servant pour représenter la cardioïde 
des formules simples : 

4R(i-/«) 8Rr 



qui donnent pour équation de la tangente en un point de cette 

courbe : 

a?(3<> - i) 4- /j/(r - 3) + 4R = G. 

Nous laissons au lecteur le soin de développer ce calcul. 

III. — Les propriétés précédentes, transformées par la 
méthode de transformation réciproque, en prenant pour som- 
mets du triangle fondamental les trois points de rebroussement 
de la quartique donnée, conduisent à de nouveaux théorèmes 
que nous nous contenterons d'indiquer pour terminer, et qui 
peuvent s'énoncer ainsi : 

Considérons une conique fixe y> inscrite à un triangle 
ABC, et menons par les trois points A, B, G, et par un point 
P du plan de ce triangle des coniques tangentes à la conique 
Y/Ze lieu du point P tel que les points de contact avec y soient 
situés sur une même conique y' circonscrite au triangle ABC, est 
une droite passant par les points de contact de la conique y avec 
la conique circonscrite au triangle ABC et bitangente à y. 

Quant à Tenveloppe de la conique y', c'est une courbe uni* 
cursale du cinquième ordre admettant les points A, B, G, pour 
points doubles. 

Enfin, le cas particulier de la cardioïde donne un théorème 
relatif à la parabole et aux trois cercles que l'on peut mener 
tangentiellement à cette courbe par son fbyer et un point P 
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de son plan : Le lieu du point P, tel que les points de contact des 
cercles précédents avec la parabole soient situés sur une circon- 
férence passant par son foyer F, est une droite symétrique de la 
directrice par rapport au point F. 



EXERCICE ECRIT 



69. — En un point A. d'une ellipse (E), outre le cercle osculateur 
en A, il passe par ce point trois autres cercles osculateur s en B , G, D. 
Steiner et Joachimslhal ont montré que les quatre points A, B, C, D 
se trouvent sur une mêm^ circonférence et que le centre de gravité 
du triangle BCD était au centre de F ellipse (E). 

Montrer de plus^ qv^and le point A se déplace sur (E) les pro- 
priétés suivantes : 

4^ Le lieu du centre du cercle circonscrit au triangle BCD est 
une ellipse; 

^ Les trois normales en B, C, D sont concourantes; 

S® Le lieu du point de concours P de ces normales est une 
ellipse; 

4® Si tù est le centre du cercle BCD, et celui de rdlipse, on a 
la relation OP = 20(o; 

5® L hyperbole d'Apollonius, relative au point P, enveloppe une 
kreuzcurve; 

6^ Les côtés du triangle BCD enveloppent une ellipse; 

7® La somme des carrés des côtés de ce triangle est constante. 

(E. N. Barisien.) 

Notes sur l'exercice 58. 

1* La lemnlscate ayant pour équation 

(1) (aî*-4-î/*)*— a»(aj» — î/»), 

ré<iuation d*un cercle passant par le centre de la lemniscate est 

(2) iD*-4-y* — 2aa; — 2py — o, 

(a, ^) étant le centre du cercle. En éliminant (x'+y*) entre ces deux équa- 
tions, on obtient 

4(aa; + ^yY = a\x^ — y*), 

y 

ou, en posant - = [ii 

(3) ii»(4p«4-a«)4-8aPii + (4a*— a«) = o. 

G*est réquation des coefficients angulaires des deux droites OA et OB 
joignant le centre O de la lemniscate aux po ints d'intersection A, B du 



^ -q»_l_/ï« 
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cercle avec la lemniscate. Poar que ces droites OA et OB se confondent, 
il faut que les deux racines de (3) soient égales; écrivons donc 

1 6a*p* — (4P« + a*)(4a* — a>) = o. 
ou 

(4) a» - p> = -. 

4 
Ainsi le cercle doit avoir son centre sur Vhyperbole (4). 

— La valeur de [i correspondant à la racine double est 

4ttp ^ P 

Le point de contact du cercle est donc & Tinteisection de la lemniscate 
avec la droite 

^ a 
Cette droite est symétrique de la droite joignant le point O au centre 
du cercle. 
Il résulte de ce qui précède la propriété suivante : 

D'un point G quelconque d'une hyperbole équilatère^ on décrit 
un cercle de rayon OC ; on mène une droite OM symétrique de OC 
par rapport à Vaxe : son second point de rencontre M avec le 
cercle appartient à une lemniscate de longueur d*axe double de 
celui de Vhyperbole équilatère. 

2*. — Posons 

(5) aj> + y» = p». 

Si nous éliminons x Qi y entre (1) (2) et (5), nous obtiendrons 
Téquation des rayons vecteurs OA et OB. Or, en combinant (1) et (5), 
on trouve 

oî* -f- y* = p*, 
p* 

a* 
D'où o;' = P ^ 7 P ^ y^= ^ ,^ . 

En portant dans (2) et faisant disparaître les radicaux, on obtient 
réquation bicarrée 

p^[(2a*— 2p*— o*)*4-i6a*p*]+4a*(a*H-p*)(2a*-2p*— a*)p«-4-4a*(a*— p*)*=o. 
Exprimons que 

pf + p| = a*; 

pf et pf étant les deux racines de cette équation en p*. 
On a ainsi 

(2a* — 2p* — a*)* + i6a*p* 4- 4(a' + P*)(2a* — 2^* — a*) = o 
ou r(2a* — ^P* — a*) 4- 2(a* 4- p*) |* — 4(a* — p*)* = o, 

(4a* - a*)* - 4(a* - p*) = o, 
équation qui se décompose en 

(2a* + 2P* — a*j(6a* — 2p* — a*) = o. 
On a bien ainsi pour le lieu de (a, p) un cercle et une hyperbole. 
Nota, — Cette solution est de M. E. N. Barisien. 
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QUESTIONS D'EXAMENS 
1. — Étudier la série dont le terme général est 



A, k désignant des constantes, indépendantes de n. 



nousaTons Ly = fc.— . 

Pour n — xi.hy (end vers zéro ; donc y a pour limite ruDit<5. La BËiie 
est diveri^ente, 
Si, plua généralement, ou considère la série telle que 
_ A 

on voitque3ip = l,lim.unapoDrlimilo i ; la stSrie est divergente. Elle 
est divergente, a fortiori, pourp<i. Maiaelleestconvergontepourp>i. 

2, — Lieu des points I d'oïl l'on peiU mener, à une parabole P, 
deux tangentes faisant un angle donné V. 
Cetio question, très connue, conduit, pour le lien cherché à l'équation 

(1) tg'V^a;+0*=!/'-3IW!- 

Ce résultat donne li«u * t"^^- 
quea remarques intéressantes. 

On voit d'abord que (1) repré- 
sente une hyperbole doublement 
tangente à P aux points [t, |i' 
{imaginaires) où la directrice ren- 
contre P. Ces points peuvent se 
prévoir e priori. En effet, les tan- 
gentes issues du to;er toucheni 
P en ces points [i, |i' et elles sont 
isotropes. Unedroile isotrope fait, 
avec elle-mâme un angle quel- 
conque. On peut donc dire que, 
au point de vue analytique, ieï 
tangentes issues de |i, eu de 
font l'angle donné V. 
On observera aussi que l'équation (1) peut ae mettre sous U forma 

cob' V \ ^/ 
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Elle est donc confocale à la parabole donnée. 

En général, si deux coniques F, F' sont telles que F^ soit doublement 
tangente à F aux points où elle est coupée par Fune de ses directrices^ F' 
est confocale k F. 

En effet, on a, avec la notation habituelle, 

Fs:(aî-a)«+(2/-p)«-DS 

et F's:F4-XD*; 

par suite F' =: (» — a)« + (y — P)* + (X — i )D*. 

Sous cette forme,' la propriété est manifeste; oc, p représentent les coor- 
données d*un foyer de F'. 

On peut d'ailleurs, bien simplement, par des considérations élémen- 
taires, trouver le lieu proposé. 

Les tangentes considérées rencontrent la tangente au sommet en des 
points A, B; traçons FA, FB et posons 

OFA = a, OFB = p. 

Si nous abaissons IK sur AB, nous avons (*). 

OA.OB = IK.OF=:? Ah + 0- 

Or OA=-tga, OB = ?tgp'; 

donc 

(1) IH+^ = ?tgatgp. 

D'autre part, 

(2) 

Des égalités (1), (2) on conclut 

AB Jga+_tg£^ 

IH tgatgp-i ^ * 

« « , . ,rn sinV 

Enfin, en observant que IF = , 

on a 

(3) — = cosV; 

égalité que nous voulions établir directement, mais qui résulte, immé- 
diatement, de l'équation (*) obtenue plus haut. 



AB = OA -H OB = ^ Ag a -h tg ^\ 



(*) Cette propriété est manifeste dans tout quadrilatère possédant deux 
angles opposés droits. 

En effet, le point 0, centre de la circonférence circonscrite au quadri- 
latère, étant le milieu de IF, se projette, sur AB, au milieu de KH. 

Or FH.HR = HB.HA. 

Et comme HR = IK, 

. on a finalement FII.IK = HB.HA. 
\ Si Ton veut une démonstration plus élémen- 
\ I taire, n'invoquant pas le théorème cité, on obser- 
^^N^-'-I-liA/p ^^r^i c[uo les triangles AKH, OFB ont leurs côtés 
_ ^\ ^1/ égaux et parallèles; AU est donc parallèle à PB; 
^^^ par suite, perpendiculaire à IB, On voit ainsi que 
' H est Forlhocentre de AIB. 
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Enfin, en prolongeant les droites FA, FB jusqu'à leur rencontre avec 
la directrice DD^ on peut observer que Ton obtient deux points qui 
appartiennent à un cercle de centre I et de rayon IF, et qui sont vus del 
sous un angle 2V. 

La relation (3) résulte encore immédiatement de cette remarque. 

Autrement. — L'orthocentre du triangle AlB appartient à la direc- 
trice; donc U coïncide avec ce point. Une relation connue donne 

AB = IHtgV, 

Mais AB=IFsinV 

donc etc.. 

3i — Étant donnée V équation 

f(x) - f(y) = 0, 
dans laquelle f(x) désigne une fonction entière du troisième degrés 
démontrer que )^ on peut vérifier cette équation par les valeurs 

a>, ^, X ^^^^^ ^^* polynômes du second degré en t. 

(École normale,) 

Il Suffit d'observer que / f(^) -- f{y) \ 

est une fonction du second degré en x^ y, Or, les coniques sont des 
courbes unicursales. (V. Géom. An. p. 55 j.) 

4. — On donne deux points A, A' et deux droites A, A'. 

Soit r une conique telle que A soit le pôle de A, A' te pôle 
de A'. 

Trouver le lieu des pôles d'une droite fixe A", par rapport 
à r. Lieu des centres de F. 

Prenons pour triangle de référence celui qui est formé par les droites 
ày A' et AA'. 

Soient P = o. Q = o, R = o 

les équations de ces droites (notation abrégée). 

L'équation de A est 

/ = AP« -t- A'Q* H- A"R» + 2BQR + 2BTR + 2B"PQ = o. 

Il faut exprimer que la polaire du point est représentée par R ~ o. 
En général, la polaire d'un point x„y y^, z^ est donnée par 

Po/'pH Qo/Q + Rofa=^0. 

Au point o, on a Pq = o, Q„ = o; l'équation de la polaire de est 

donc /b =■• o> 

ou A"R -h B'P 4- BQ = o. 

On conclut de là B' = o, B = o. 

Il reste à exprimer que les polaires des points A, A' sont des droites 
données. 

La polaire de A (Po = 0, Ro = o) a pour équation fl. = o, c'est- 
à-dire : A'Q + B''P = o. 
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Cette droite étant déterminée, on a 

désignant une constante donnée. 

On trouve, de même, A = &B". 

Ainsi l'équation générale du réseau des coniques r est 

AP» + fe'Q» + >.R2 + 2PQ =: o. 
En interprétant ce résultat, géométriquemeut, on voit que V coupe 

AA' en des points fixes B, B' et que les 
droites OB, OB' sont fixes. 

Il est facile de reconnaître autreirent 
cette propriété. En effet, AA' rencontrant 
les droites A^ A' aux points G, G' on voit 
que B, B' paitagent harmonique ment 
le segment AG et le segment A'G^ Ges 
points sont donc déterminés. Ge sont les 
points doubles de Tinvolution qui cor- 
respond aux points A, G; A', G^ D^ail- 
leurs, O étant la pôle de AA', les droites 
OB, OB' sont tangentes à F. 

On peut donc considérer les coniques 
F comme tangentes à deux droites fixes, 
en des points fixes. 
Les lieux proposés sont donc des 
droites (*). Voici d'aillc rs la solution analytique. 

Soient o?}, i/j les coordonnées du polo de A'% relativement à F. L'équa- 
tion de A'' sera 

P (fePi 4- Qi) + Q (A'Q, + P,) +. . . n= o ; 
et comme cette droite est donnée, on a 

kP, + Q, = fc" (/c'Q, + PJ. 
En rendant â?|, Vi coordonnées courantes, on voit que le lieu est une 
droite passant par 0. 

Pour avoir le lieu des centres, il suffît de supposer que A^^ est la droite 
de riiiÛDi. Le seul changement dans le calcul qui vient d'être fait, con- 
siste à modifier la valeur de A;'^ La méthode précédente est propre à 
mettre en lumièr ce fait, qu'établit aussi la transformation par perspec- 
tive, q c les lieux des pôles d'une droite fixe, sont homographiques des 
lieux décrits par le centre, dans un rdseau de coniques. 

5. — Développement de ar: sin œ en série. 

Ge développement, exposé dans tous les traités de Galcul différentiel 
(voyez, par exemple, Bertrand, p. 305), peut se démontrer de la manière 
suivante : 

Posons • w ^=^ arc sin x 

et soit vF la dérivée d'ordre p. 

Nous avons d'abord w' >/ 1 — J5« = i , 




puis 



ou 



tt''\/i — a;* — u' 



X 



v/i —a;' 

w"(i — X^] — U'X=z 0. 



= 0, 



(*) Dans renoncé, emprunté à la collection Groville-Morant (Examens 
de 1891, p. 79), on indique, par erreur, croyons- nous, que ces lieux 
sont du secona degré. 



o: 
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En appliquant la formule de Leibniz, prenant n fois la dérivée, on a 

ur-^\i — ot») — (2n 4- i)a^**+* — n^u"" = o. 
Pour 05 = o, on a 

tlo = 0, Wo=I, U"2= o, ttî=I*,... 

En général 

w§* = o, t/|*+* = [l.3...(2fc~ i)]«. 

La formule de Taylor donne donc 

a^{i)* ir»(i.3)« a?2'*+*(i.3...2n-i)« 

arc sm « = OJ -i- -~-r- H ^r^ H- ... 4- 7 ; r: • -f- ç^y 

ol 5 ! {in + I ) ! ^ 

p^ désignant le terme complémentaire. La' convergence de la série qui 

figure dans ce développement s'établit facilement en prenant le rapport 
d'un terme au précédent. Ge rapport, dans le cas présent, est 

(2n--i)« 
2n(2n + i) 
Pour n = 00 , la valeur du rapport est égale à x*, La série est certaine- 
emnt convergente quand le module de x est inférieur à i , etc. 



ECOLE CENTRALE 

CONCOURS DE-lSQl (!'• Session). 



Géométrie analytique. 

On donne deux axes rectangulaires oxy oy et sur Taxe de x un point A 
dont Tabscisse est a. On considère le faisceau des ellipses pour les- 
quelles le point est un sommet d'axe non focal, et la parallèle à Taxe 
de y menée par le point A une directrice. 

I. Démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
ellipses du faisceau considéré passent par un point donné P, est que ce 
point soit à Tintérieur du cercle qui a le point pour centre et OA pour 
rayon. 

IL Démontrer que ce cercle a un double contact, réel ou imaginaire 
avec chacune des ellipses du faisceau. 

m. Limiter les réglons du plan dans lesquelles doit être situé un 
point P; 

1<> Pour qu'une seule des deux ellipses du faisceau qui passent par ce 
point ait avec le cercle un double contact réel; 

2* Pour que chacune des deux eHipses du fa' sceau qui passent parce point 
ait avec le cercle un double contact réel ; 

3» Pour qu!aucune des deux ellipses n'ait avec le cercle un double 
contact réel. 

IV. Lieu des pieds des normales menées par le point à toutes les 
ellipses du faisceau. 
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Epure (Cylindre limité par une surface gauche). 

Placer la ligne de terre parallèlement aux grands côtés du cadre et à 
100"" du grand côté inférieur. Porter sur celte ligne, à partir du petit côté 
gauche du cadre une longueur de 190"". Le point ainsi obtenu est la pro- 
jection horizontale de Taxe vertical d*une surface gauche de révolution. 
Le cercle de gorge, qui a 30"" de rayon, est projeté verticale k 80""" au- 
dessus de ûoy. La droite de front qni engendre la surface gauche est 
projetée en avant de xy et sa trace horizontale à 30'"'" du petit gauche 

du cadre, de sorte que sa pente est - . 

Sur la trace horizontale de cette génératrice on fait passer un cercle 
de 40"" de rayon dont le centre est à 50"" en avant de xy et plus rap- 
proché de Taxe de la surface gauche que ne Test la trace horizontale de 
la génératrice. Ce cercle est la hase d'un cylindre dont les génératrices 
sont parallèles k la génératrice de front donnée de la surface gauche. 

Représenter par les projections et ses contours apparents la portion du 
cylindre, supposé plein et opaque, comprise entre le plan horizontal de 
projection et le plan horizontal situé à 160*" au-dessus de celui-ci et 
extérieure à la surface gauche. 

L'extérieur de la surface gauche est la portion de Tespace où n'est pas 
située l'axe de révolution. 

Déterminer un point quelconque de la courbe, la tangente en un point, 
les points extrêmes, les points situés sur les contours apparents et les 
asymptotes. 

Cadre 450 sur 270. 

{2* SESSION) . 
Géométrie analytique. 

On donne deux axes rectangulaires et un cercle G passant par l'origine 

a b 
et dont le centre a pour coordonnées œ = y = . Dans ce cercle 

2 2 

oh mène deux cordes de longueur d passant par l'origine. D'un point de 
l'axe de x dont l'abscisse est p on mène des droites perpendiculaires à 
ces cordes. 

1" Trouver l'équation A du lieu des points tels que le produit de leurs 
distances aux cordes soit dans un rapport donné X avec le produit de leurs 
distances aux droites perpendiculaires à ces cordes ; lieu des centres des 
coniques représentées par l'équation A quand X varie ; 

2" Discuter la nature des coniques représentées par l'équation A. 

3** Le rapport X étant choisi de façon que la conique A devienne un 
cercle, trouver le lieu du centre delà courbe lorsque le centre du cercle G 

décrit l'hyperbole x^ -h nxy H — . 

Épure. (Intersection de cônes. — Assemblage de cônes.) 

Ligne de terre parallèle aux petits côtés du cadre, à 240"" du petit côté 
inférieur. Gadre 45o"" sur 270. 

On donne deux cônes de révolution. Les deux axes (0^, OV) et 
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u)t, (M)'t^) s)nt de front, inclinés à 450 sur le plan horizontal et perpendi- 
culaires entre eux. Le plan de front qui les contient est à i lo»* en avant 
du plan vertical. La cote du sommet 00' est de i lo""*, celle du sommet 
to)o)' est de 8o"". La distance Ow est de 60"", le milieu de Ow est à égale 
distance des grands côtés du cadre. Le decni-angle au sommet de chacun 
des cônes est de45<'. 

Représenter par ses projections, ses contours apparents et leur ligne 
d'intersection l'ensemble des deux cônes terminés d^une part au plan 
horizontal de projection et d'autre part au plan horizontal dont la cote 
est lyo"". 

Constructions pour déterminer un point quelconque de Tinterseclion 
et la tangente en ce point, un point quelconque de chacune des sections 
planes qui limitent le cône et les tangentes en ces points. 



QUESTION 273 

^Solutions par M . G. Lbinekugel. 




Théorème I. — On donne un point P, une droite A'B' et une 
conique S. Une transversale, tournant autour du point P, coupe 
la droite en un point Q, et la conique, en deux points R, R'. Si 
Von prend les points doubles de Vinvolu- 
tion déterminée^ sur la transversale, par 
les deux couples de points P, Q et R, R', 
le lieu de ces points doubles est une 
conique L'. 

Théorème II. — On donne une 
droite, une conique 2 et deux divisions 
homographiques sur cette conique. 

Les tangentes à laconique, en deux points homologues A, B, 
rencontrent la droite en deux points; les droites qui joignent ces 
deux derniers points au pôle de la droite des points doubles coupent 
la corde AB en des points dont le lieu est une conique. 

Quand la droite donnée est tangente a £, le lieu est un système 
de deux droites. (Tarry.) 

I. Solution géométrique. — Projetons la figure de manière 
que A'B' passe à Tintini et que (2) devienne un cercle; nous 
sommes ramené à la question suivante : Etant donnes un 
cercle (a) et une série de droites pivotant autour d'un point p, 
lieu des points doubles de Tinvolution déterminée par les deux 
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couples de points (r, r'), (p, oo). Comme p est le point central 

et que Ton a pm^ = pt^ = pr x pr' , [t étant le point de 
contact de la tangente menée de p à (a)] on voit que le lieu des 
points doubles m est le cercle (a) orthogonal au cercle (a) et 
de centre p. 

En revenant à la figure primitive, on voit que le lieu des 
points doubles est une conique (2') circonscrite au quadrila- 
tère déterminé par la conique (2) et les deux droites A'B', kB 
[AB est la polaire de P par rapport à (S)]. Les tangentes en 
ces points à la conique (£') sont les droites PA', PB', P'A, P'B 
[P' est le pôle de A'B' par rapport à (L)]. On déduit, de là, ce 
théorème : 

On considère un quadrilatère cv^conscrit à une conique (2), deux 
sommets opposés, les droites qui joignent ce$ sommets aux points 
de contact des côtés du quadrilatère avec (S) sont quatre tangentes 
en ces points, à une même conique (2). 

Cherchons l'autre Sécante commune à (2), (2'); celte droite 
s'obtient en retranchant leurs équations et nous trouvons 
Ixz + myz + 2nz^ = z(lx -h my -h 2nz) = o. 

Or to -t- iwy -h 2nz = o représente la polaire AB de P par 
rapport à (2) ; le théorème I se trouve donc démontré. 

IL — Les droites AB enveloppent une conique (2') bitan- 
gente à (2) la corde des contacts étant la ligne des points 
doubles (Tr. des S. C. Chastes). Le pôle de cette droite par 
rapport à (2) décrit également une conique (2i). En prenant 
comme triangle de référence celui qui est formé par la corde des 
contacts des coniques (2), (2') et parles deux tangentes aux 
extrémités, les équations de (2), (2J sont de la forme : 

(2) xy - a^z^ = o 

(2i) xy — ofs* = o. 

L*équation du système des deux tangentes AP, BP à (2) 
en A, B est par suite 

(1) 4(a;oyo - a'^o)(^y - û''^») = [xy^ + yx^ - 2a^2z^\ 
ou (ûPoî/o) coordonnées de P vérifient la relation : 

Si 

(2) vx -{-vy^ tvz = o 

est réquation de la droite donnée, celle du système des droites 
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joignant les points communs à (1) et (2) est, par suite, 

(3) 4(a;ot/o - a%)[w^xy - a\vx 4- vyy\ 

Le lieu s'obtiendra donc par Téliminalion de aJo, j/o, %^ entre 
(3), (5) réquation de AB qui est la polaire de P. 

(4) aî^o + i/a?o - 2a2^jSo = o 

et réquation de condition a?oj/o ~" ^î'^o = ^* Cette élimination 
est immédiate et donne : 

Ce lieu est une conique rencontrant (S) aux points oîi la 
droite donnée A'B' la rencontre, les tangentes à cette conique, 
en ces points, passent en P', pôle de la droite A'B', par rapport 
à S. L'autre sécante commune passe par Tintersection des 
droites A'B', AB et a pour équation : 

a* 
wi — wx — wy= -^ {vx + vy 4- tvz) 

ou vx + vy = wz A— i-h-'lvx + vy •{- wz ^^wz»-^* 

On peut simplifier la démonstration de ce théorème en pro- 
jetant les deux coniques (S) (L') de façon qu'elles deviennent 
deux cercles concentriques, et l'on est ramené à la proposition 
suivante : 

Étant donnés deux cercles concentriques (G) (C) et une droite 
^, on mène une tangente AT àTundes cercles laquellerencontreâk en 
un point que Von joint au centre commun. Cette droite rencontre 
les deux tangentes au second cercle menées par le point de contact 
de la première en des points M, M' qui décrivent une conique. 

Ces points M, M' appartiennent à une conique tangente en 
A', B' aux'droites OA', OB' (fig. 2). 

La propriété corrélative n'offre 
aucun intérêt àêtre citée. 

Il est évident que le lieu devient 
un système de deux droites quand 
la droite A'B' est tangente à S. Le 
point de contact est un point double 
de cette conique singulière. 

Remarque. — Le théorème I permet d'énoncer la propriété 
suivante ; 
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Théorème. — Étant donnée une quadrique (S), un plan Q et 
un point P; autour de ce point pivotent des droites. Sur chacune 
de ces droites on prend les points doubles de l'involution détermi- 
née par les deux couples dépeints P, Q; r, r' [q, r, r' étant les 
points de rencontre de la droite avec le plan Q et avec la qua- 
drique]. Ces points se déplacent sur une quadrique (S'). 

Cette quadrique esl évidemment inscrite aux deux cdnes du 
second ordre dont le lieu a pour sommet P et pour directrice 
la conique de section de (S) avec Q; Tautre a pour sommet le 
pôle de Q, par rapport à (S), et pour directrice la conique de 
section de (S) avec le plan polaire de P, Cette quadrique 
(L') est encore le lieu des coniques de section des plans polaires de 
P par rapport à toutes les quadriques passant par les coniques 
d'intersection de S e^ de Q et d'un plan quelconque passant par P. 

On peut se proposer de déterminer les directions asympto- 
tiques de la conique (^) : il suffît de déterminer les droites 
pour lesquelles les milieux des segments PQ, RR' coïncident. 

Or, le lieu des milieux des segments PQ est une droite S 
parallèle à A'B', celui des milieux des segments R, R' est 
une conique (S) passant par P et par A, B, et homothélique 
à la conique (S). Les points I, T, communs à 8 et à (S), joints 
à P, donnent les directions asymptotiques de (2'). On voit 
donc que c'est de l'intersection de 8 et de (S), que dépend le 
genre de (£'). Les points I, 1% qui appartiennent à £' senties 
points doubles des deux divisions homographiques déter- 
minées, sur 8, par les droites (BA, PA), par les deux couples 
de droites menées par les points P, B, parallèlement aux 
asymptotes de (S). 

Remarque. — Si l'on considère une conique (S), une droite 
A'B', un point P et une droite CD passant par ce point, les 
deux coniques circonscrites au quadrilatère A'B'GD et tan- 
gentes à la droite PRR' touchent, comme on le sait, cette 
droite aux deux points doubles de Tinvolulion déterminée 
par les deux couples de points (P, Q) (R, R'). La conique (S') 
peut donc être considérée comme le lieu des points de contact 
des tangentes, menées par P, aux coniques circonscrites au 
quadrilatère A'B'GD. Ce qu'il y a de remarquable, c'est qu'elle 
ne varie pas quand la droite PCD pivote autour de P, 
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La propriété corrélative est la suivante : 

Étant donnés une conique (S), un point P et une droite A, on 
joint wn point variable ^ delà droite au point P; on mène, de 
ce pointf les deux tangentes MR, MR' à (S). L'enveloppe des 
rayons doubles de rinvolulion déterminée par les deux couples 
de rayons (MP, MA) (MR, MR') est une conique (S'). 

Remarque II. — La conique (£') se réduit à deux droites 
quand A'B' est tangent à (II). Le point de contact est en effet, 
dans ce cas, un point double de (S'); ces deux droites sont 
alors (A' A, A'B). 

Solution analytique. — I. Le triangle PA'B' est pris pour 
triangle de référence [/(l)] ; Téquation de (S) est 

(S) Ixz + myz 4- qocy -+- na* = o. 

L'équation du système des droites AT, A'Q est : 

yz = o. 

Celle des droites A'R', A'R est, si "ky = x est l'équation 

de PRR': 

Xy {Iz + qy) + myz + nz^ = o, 

ou Iqy^ 4- j/js (m + \l) + nz^ = o. 

L'équation du système des droites qui joignent les points 

doubles à A' est de la forme 

y* - {AJ5* = o, 

(x étant déterminée par la relation n = Xgi* exprimant que 

ces dernières droites forment avec A'R, A'R', un faisceau 

harmonique. Le lieu s'obtient donc par l'élimination de X 

entre les deux équations 

Iqy* — nz" = o, Xy — a? = o, 

ce lieu est par suite la conique (S') représentée par 

qxy — nz* = o ; 

on voit, sur cette équation, qu'elle passe par A', B', tangen- 

tiellement à PA', PB'. 

Note (*). — Dans le cas particulier oîi la courbe et la droite 
données sont une circonférence et la droite à l'infini, on 
déduit du théorème II ce corollaire assez intéressant : 

Étant données deux divisions homographiques sur un cercle, 

(*) Gctle note est de M. Tarrt. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 311 

les longueurs des cordes qui joignent des points homologues sont 
proportionnelles à leurs distances au pôle de la droite des points 
doubles. 
Considérons la droite à l'infini ; en vertu du théorème II on 

a les propriétés suivantes : 
La parallèle menée par le point 
B P aux tangentes au cercle en A 
et Â' rencontre A et A' en des 
points R, P situés sur un cercle 
de centre P. 

La distance PH est proportion- 
nelle au sinus de Tangle a, 
puisque PR est une longueur constante. 

La longueur de la corde AA' est aussi proportionnelle à 
sin a, donc, etc. 

Le rapport de ces longueurs est égal à celui des rayons des 
cercles et P. 
P est le point de Lemoine des cordes AA'. 



QUESTION 316 

Solution par M. J. Greenstreet M. A. (The Marling School, Straud.) 




D'un point M, on mène^ à une parabole P, trois noi^maks MA, 
MB, MC. Les tangentes aux points A, B, G forment un triangle 
A'B'C. Soit 0' le centre de la circonférervce circonscrite à A'B'C. 

Démontrer que M<o passe par le foyer F de 1? et que ton a 

20'P = FM. (G. L.) 

On peut facilement obtenir l'équation du cercle circonscrit 

à A'B'C (*) 

(x - a){x -h Ç - 2a) + y{y + ti) = o, 

où M est le point l, y^. 

(3a — x' — v'\ 
> — ^j; 

(*) Dans ce calcul, suivant la notation anglaise, a représente le quart 

P 
du paramètre, la quantité ~, dans la notation française. 

2 



j j j j i 
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donc l'équation de MO' est acTj + (a — Ç)y — 07; = o , et Mw 
passe par (a, 0). 
Aussi 

(F0')« = ^^^ + Ç = '-Ua - Ç)« + vl= ^ (FM)S 
4 4 4L J 4 

ou 2FO' = FM. 

Autrement, — Le cercle circonscrit au triangle formé par 

les tangentes à y' = 400; aux pieds des normales abaissées 

d'un point M{x\ y) a pour équation 

par suite, le centre co a pour coordonnées 

3a — af y' 

et réquation de MO' est 

xy' + (a — x')y — ay' = o. 
Ainsi on voit que Mod passe par le foyer a, 0, 

(d — 3/ -+- t/'*\ 
) 



= a - o;'^ = FM«. 
AToto. — Autre solution par M. Warogquier. 



Seeonde solntlon par M. H. Brocard. 



La parabole (P), rapportée à son axe SX et à la tangente 
SY au sommet, a pour équation 
(P) . y* = 2px. 

Les points B, G ont pour coordonnées : 

(B) 0? = -, y = - 6, 

(G) rc = ^, y = - c; 

et les normales BM, GM se rencontrent au point M quia 

pour coordonnées : 

,^,. 6* 4- 6c -h c* bc(b + c) 
(M) x=p-^ , y=:— i— 



_ • • • » 
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On sait que le centre de gravité O du triangle ABC doit se 
trouver sur SX. Le point A a donc pour coordonnées : 

(A) ^=—^ ' y=6+c; 

et le point G: 

/-r.v 6* -4- 6c + c* 

(G) x= -j^ , y = o. 

En outre, la circonférence ABC passe par le sommet S. 
Elle a pour équation : 

et, pour centre, le point : 

6* + 6c 4- c» 6c(6 4- c) 

(0) 0, = ? + — — -, y = -8^^- 

Des formules précédentes on conclut aussi les coordonnées 

de Torthocentre H : 

6» -h 6c + c» 6c(6 H- c) 

a; = — 2© H » y = ^ • 

2p 4P» 

Cela posé, les tangentes AB'C, BA'C, GA'B', déterminent les 

points A', B\ C dont les coordonnées sont, respectivement : 

(A') x = — 9 y = ; 

^ ' 2p 2 

c(6 4- c) 6 

(B') x^--^ 'f y=-; 

2p 2 

^ 2p 2 ' 

On en conclut que ce triangle a également son centre de 

gravité G' sur SX; le point G' a pour coordonnées 

6* 4- 6c -H c» 
(G') x= -^ , y=o. 

Il est le complémentaire du point G par rapport au sommet 
S. On pourra reconnaître, en outre, que lorthocentre H' de ce 
triangle est sur la directrice. Il a, en effet, pour coordonnées : 

(M ) x= : — > y = 1 — • 

' 2 2p» 

On en déduirait, par la relation connue, le centre 0' de la 

«irconférence A'B'C: 

//%/v P 6* + 6c + Ca 6c(6 + c) 

4 4P .. 4P* 
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Quanta cette circonférence; elle a, comme on sait, pour rayon 
OT. 

Mais les formules (0')(F)(M) montrent que ces trois points 
0', F, M, sont en ligne droite et que 0' est le complémentaire 

de M. - 

O'F I 
On en conclut ^rprz = - , 20'F = FM. 

OM 3 

Note L — Les points et lignes, considérés ci-dessus, présen- 
tent d'autres propriétés dignes de remarque. 

Le centre E' du cercle des neuf points (ou cercle d'Euler) 
du triangle A'B'C, ou, par définition, le milieu de O'H', a pour 
coordonnées 

(EO a; = — 9 t/ = — ^^ • 

^ ^ 8 &p ^ 8j9* 

Ainsi, les lignes MH', OE', HO' sont parallèles à GSG'. De 
plus, on peut reconnaître que HO' = MH'. 

La figure MH'O'H est donc un parallélogramme. 

Les circonférences 0, E' passent par le sommet S et ont 
pour axe radical SY. 

L'hyperbole équilatère (A') A'B'C'H' passe parle point E'et 
par le point T, symétrique du point H', par rapport à l'origine 
S. En d'autres termes, cette hyperbole a pour centre le point 
S, et pour asymptotes SX, SY. Le point T est à l'intersection 
de la circonférence A'B'G'F et de la perpendiculaire TF menée 
à SX, par le foyer F. L'hyperbole (A') a donc pour équation 

(AO ^ = -^A_J. 

D^autre part, les points A, B, C, H déterminent une seconde 
hyperbole équilatère (A) ayant pour équation 

6* + 6c + c*\ bc{b 4- c) 



/ A X / ô» + ôc + c»\ 



2p I ip 

On voit que cette courbe passe par le point M et qu'elle 
admet SX pour une de ses asymptotes. 
Son centre N a pour coordonnées : 

(N) X = — , y = o. 

Ces deux hyperboles (A)(A') se rencontrent en un point L 
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dont les coordonnées sont, par conséquent : 

.- , fc« + bc 4- c« 3bc(b + c) 

(^) ^ = ZZ ' î/ = - 



6p ^ 2(6* + 6c + c*) 

Ainsi, Tabscisse de ce point est égale et de signe contraire 

à celle du point G'. 
Le milieu E de OH (centre du cercle d'Euler du triangle 

ABC) a pour coordonnées : 
,«v p , 6" + 6c 4- c* 6c(6 +c) 

IL — Le développement donné à la solution de la question 
a pour but de signaler à nos lecteurs les intéressantes pro- 
positions qui font l'objet des questions lUtë (Ghauliac) et 
1S91 (Lemaire) publiées en 188S et en 1890 dans les Nouvelles 
Annales de Mathématiques. Voir aussi /. S., question 336, 1890, 
p. 275 et 1891, p. 48. 



NECROLOGIE 



Je viens d'apprendre avec regret la mort de M. G. Frontera, 
décédé à Paris le 21 août dernier. 

G, Frontera a été longtemps mon collègue au lycée Ghar- 
lemagne; c'était une âme droite, un homme de bien. Sa vie 
tout entière, sa vie intime surtout qu'il m'a contée si souvent 
quand nous revenions ensemble de Gharlemagne vers notre 
quartier commun, est là pour témoigner de ce jugement. 

Les soucis de la vie l'ont empêché, je crois, de produire 
beaucoup; il laisse pourtant, outre sa thèse et des traductions 
diverses, une Géométrie analytique, faite autrefois en colla- 
boration avec Sonnet, et qui est arrivée aujourd'hui à sa 
sixième édition. La traduction espagnole de cette Géométrie, 
est, en Espagne, un ouvrage classique et G. Frontera avait 
été récompensé de ce succès par la croix de Gommandeur 
de l'ordre d'Isabelle la Gatholique. Il était aussi officier de 
l'Instruction publique. G. L. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



428. — D'un point fixe P du plan d'une lemniscate de BernouUi 
on mène une sécante quelconque qui rencontre la lemniscate 
en quatre points ABGD. Le lieu du centre des moyennes dis- 
tances des quatre points Â,B,G,Dy lorsque la sécante pivote 
autour du point P, est un cercle qui reste invariable pour 
toutes les lemniscates ayant même centre et mêmes directions 
d'axes. (E. N. Barisien,) 

429. — On considère dans le plan d'un cercle un point A 
et une corde BB' perpendiculaire au diamètre passant par A, 
ainsi que les droites BH et B'H perpendiculaires à AB et AB'. 
D'un point quelconque K situé sur le cercle, on mène une 
droite perpendiculaire à AK qui rencontre BH en P, B'H en 
Q, BB' en N et le cercle en un second point M qui est le con- 
jugué harmonique deN par rapport à P et Q. 

(E. N, Barisien.) 

430. — On considère une développée de parabole et la per- 
pendiculaire à l'axe menée par le sommet de la développée. 
D'un point fixe de cette perpendiculaire, on mène des sécantes 
qui rencontrent la développée en trois points. Montrer que le 
lieu du centre des moyennes distance de ce point d'intersec- 
tion est une autre développée de parabole. 

(E, N. Barisien.) 

431. — Si par le point de rebroussement d'une cardioïde 
on mène trois droites inclinées Tune sur l'autre de 60^, ces 
droites rencontrent chacune la cardioïde en deux points autres 
que le point de rebroussement. Les tangentes à la cardioïde 
en ces deux points sont rectangulaires et leur point d'inter- 
section se trouve sur un cercle fixe. 

(E. iV. Barisien.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LA CONSTRUCTION DES TANGENTES 

AUX CUBIQUES A POINT DOUBLE 

Par M. S. Manfl^eot, docteur es sciences, professeur de Mathématiques 

spéciales au Lycée de Troyes. 



Considérons une cubique plane indécomposable, et prenons 
dans son plan trois droites A, B, G qui soient parallèles à ses 
directions asympto tiques, supposées connues, et dont Tune, 
au moins, ne soit pas une asymptote même. Si Ton rapporte 
ces lignes à deux axes de coordonnées, et si a = o, p = o, 
Y = o sont les équations des droites A, B, G, l'équation de la 
cubique pourra se mettre sous la forme 

apY -4- U = 0, 
U étant une fonction du deuxième degré. Cette fonction, 
égalée à zéro, définit une conique (U), qui passe par les six 
points de rencontre de la cubique avec les droites A, B, C. 

La construction de la tangente MT, en un point quelconque 
M de la cubique, peut être ramenée à celle de la polaire de ce 
même point, par rapport à la conique (U). En effet, si x\ y' 
désignent les coordonnées de M, et a', p', y' les valeurs que 
prennent a, p, y pour x = x\ y = y\ Téquation de MT peut 
s'écrire 

a S Y I / dU dU dU\ 

a ^ Y apY\ ^^ ^V ^i' ) 

avec i' = I. On voit que cette droite passe par l'intersection 
de la polaire D du point M, par rapport à la conique (U), avec 
la droite G qui correspond à Téquation 

a p Y 

a P Y - 

Or, cette droite O peut être définie de la manière suivante. 
Prenons la polaire de M par rapport à deux dos trois droites 
A, B, G, et déterminons son point de rencontre m avec la 
parallèle menée, par M, à la troisième de ces droites: les trois 
points tels que m appartiennent à une même droite, laquelle 
est la droite O. Cette manière de déterminer G est en défaut 
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lorsque les trois droites A, B, G sont parallèles, mais Ton voit 
facilement le moyen de l'obtenir. 

Ainsi les deux droites D et G donnent, par leur intersection, 
un point de la tangente MT. 

Supposons maintenant que la cubique ait un point double, 
non isolé. Soient o) ce point, et (ot, w^' les deux tangentes-de 
la courbe en ce point : elles sont distiuctes ou confondues, et 
nous admettons qu'elles soient connues géométriquement. 
Prenons, pour les droites A, B, C, les parallèles menées par 
(I) aux trois directions asymptotiques. Alors la conique (U) 
sera formée des deux tangentes o)^, (ùt\ et Ton saura con- 
struire immédiatement la droite D. 

Les fig. 4 y S, S indiquent, dans ce cas, la conslruction de la 






droite G, quand on suppose réelles les droites A, B, G ; elles 
correspondent respectivement aux hypothèses suivantes : 

1® Les trois droites A, B, G sont distinctes; 2® deux d'entre 
elles A, B sont confondues; 3^ elles coïncident toutes les trois. 
Dans la fig, 2, MN est parallèle à A, n est le milieu de wN, et 
Mm est le double de MN : G est la droite mn. Dans la fig* 3, 
(oR est le tiers de (oM, et G est parallèle à A. 

Lorsque deux des trois droites A, B, G, qui passent par w, 
sont imaginaires, soit, par exemple, A et B, on peut déter- 
miner la position de la droite G au moyen de la règle suivante, 
qui se vérifie facilement : 

On considère une ellipse, de grandeur arbitraire, ayant 
comme asymptotes les deux droites imaginaires conjuguées 
A et By et l'on prend, dans cette ellipse, le diamètre conjugué 
de (oM. La droite G est alors la droite mn de la fig. 2, en sup- 
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posant que la droite A, de cette figure soit ce diamètre (*;. 

Quand la cubique passe par les points cycliques du plan, 
la règle devient celle-ci : 

On mène, par co, une perpendiculaire à wM; par M, une 
parallèle à la droite réelle G; et Ton jointle point de rencontre 
de ces deux droites au p i.t de G qui est à la môme distance 
de (0 et de M. La droite ainsi menée est la droite G. 

Remarque. — Lorsque, dans une c ibique à point double, on 
connaît les trois asymptotes, supposées roelles, et le point 
double, on peut, sans connaître les tangentes en ce point, con- 
struire un point de la tangente TtfT, de la manière suivante: 

Menons, par le point double une droite qui, limitée à deux des 
asymptotes, ait son milieu en ce point même : son intersection 
avec la troisième asymptote sera le point jx où celle ci 
coupe la cubique, et les trois points tels que (x sont, comme 
on sait, sur une même droite A. Or, dans une cubique quel- 
conque , dont les asymptotes auraient pour équations 
a = o, p = G, Y = o> ^^ tangente MT, en tout point M{x'.y'), 
passe par Tintersection de A avec la droite A' représentée 
par réquation 

a p Y 

a 6 Y 
et la construction géométrique de A' s'etTectue simplement 

en observant que la polaire de M, par rapport à deux quel- 
conques des trois asymptotes, rencontre la droite symétrique 
de la troisième asymptote, par rapport à M, en un point 
devant appartenir à A'. 

(*) Ainsi> d'après cette règle, si a, h, c sont trois longueurs données pour 
lesquelles b* — ac est positif ou nul, la construction géométrique des 
tangentes aux différents points do Tune ou de l'autre des courbes qui cor- 
respondent à réquation 

ic3 4- 2/» = aa;* -h 2bxy -h cyS 
et parmi lesquelles se trouve le folium de Descartes, revient k mener, par 
les points de contact, les tangentes à une même ellipse: c*cst celle dont 
le centre est à Toriginc, dont le grand axe est dirigé suivant la première 
bissectrice des axes de coordonnées, et dans laquelle enfin les demi- 
longueurs d'axes sont les côtés d*un triangle rectangle quelconque ayant 
un angle égal à 3o". 
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SUR UN MODE DE DESCRIPTION 

d'une courbe UNICURSALE PLANE OU GAUCHE 
Par X* Antomari» professeur au Lycée Henri IV. 



I. — Soit une courbe unicursale plane définie par les 
deux équations 

m Ut) 

f{t),fi(t) et <p(0 désignant trois polynômes entiers par rapport 
à la lettre l. On peut d'ailleurs toujours supposer que le degré 
de chaque numérateur est inférieur à celui du dénominateur, 
car cela revient à transporter les axes en un point convena- 
blement choisi sur la courbe. 

II. — J'appelle n le degré du dénominateur, c'est-à-dire le 
degré de la courbe, et je suppose d'abord que l'équation 
(p(t) r= o ait ses n racines réelles et distinctes. En décomposant 
alors les expressions dea;etde^en fractions simples, on pourra 
mettre ces expressions sous la forme 

X 



2 ai 
t - ti 






bi 



2 0i 

t - ti 



t»! 



Si 1 on pose 



Xi = 



ai 



t - ti 

hi 



^' = r:rii^ 

lorsque t varie de — oo à -f- oo, le point (a;,, y' ) décrit une 
droite OÂ^ passant par l'origine ; et, en donnant à i toutes les 
valeurs entières^ depuis r jusqu'à n, on obtient ainsi n 
rayons OA^, OÂ, . . . OÂn. Du reste, les expressions de â? et de y 
deviennent 
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X = ^^ Xi , 

y = 2 y*- 

Imaginons que Ton donne à t une valeur quelconque / = 0; 
et soit, pour cette valeur de ty A^ la position du point (â?i,yi) sur 
le rayon correspondant OÂj. Les n points A|,Â„ ... An forment 
un polygone P, de n côtés, dont les sommets décrivent les rayons 
du faisceau (0, Aj, A„ ... A^),Deux sommets quelconques du 
polygone, Aj et A* par exemple, tracent évidemment sur les 
rayons correspondants deux divisions homographiques. De 
plus, ces deux divisions sont homologiqucs ; puisque, pour 
t = 00, les deux points coïncident avec Torigine des coor- 
données; il en résulte que la droite A» Aj^ passe par un point 
fixe. Ainsi les côtés et les diagonales du polygone P passent 
par des points fixes, et (n— i) de ces points suffisent d'ailleurs 
pour fixer la position du polygone P. En se reportant aux 
équations (1) on est alors conduit au théorème suivant: 

Lorsque les n sommets d'un polygone plan A^A, . . . A„ décrivent 
n droites concourantes en un point 0; si les côtés de ce polygone 
passent respectivement par des points fixes, la seconde extrémité 
de la résultante d'un contour polygonal dont les côtés sont égaux en 
grandeur, direction et sens aux raycms OAi,OA,,. .. 0A„, déc/t7 
une courbe unicursale d'ordre n. 

On suppose, bien entendu, que la première extrémité de la 
résultante soit le point 0. 

Quant à la proposition, elle résulte immédiatement des for- 
mules (1) et de Tapplication du théorème des projections au 
contour polygonal et à sa résultante. 

On peut enfin observer queOA^, OAj, . . . OAnSont les direc- 
tions asymptotiques de la courbe. 

Le théorème précédent donne, nous semble-t-il, le mode de 
génération le plus simple et le plus lumineux d'une courbe 
unicursale d'ordre n, dont les n directions asymptotiques sont 
réelles et distinctes. . 
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in. — Si Ton applique ce mode de génération à l'hyper- 
bole, on obtient la proposition suivante bien connue : 

Lorsqu'une droite mobile autour d'un point fixe C rencontre deux 
droites fixes A^ e^ A,, aux deux points respectifs A^ et Aj, le qua- 
trième sommet du parallélogramme OAiMAj, dont deux consécutifs 
sont OAj et OA, décrit une hyperbole admettant OA^ et OA^ 
comme directions asymptotiques, 

IV. — Des considérations tout à fait élémentaires montrent 
que le point fixe est le centre do l'hyperbole, de sorte que : 
inversement si, par un point mobile sur une hyperbole, on mène les 
parallèles aux asyjnptotes jusqu'aux points où ces droites rencon- 
trent les parallèles menées aux asymptotes par un point fixe quel- 
conque, pris sur la cùurbe, la droite qui joint ces deux points passe 
par le centre de Vhyperhole, — Celle proposition est également 
très connue. 

V. — Si Ion observe maintenant que le centre de Thyper- 
bole, c'esl-à-dire le point fixe qui intervient dans la proposi- 
tion du n® III, est un point par lequel passent les asymp- 
totes, on est conduit à se demander si les points fixes qui 
interviennent dans la génération d'une courbe unicursale 
d'ordre n, ne joueraient pas un rôle analogue à celui du centre 
dans l'hyperbole; autrement dit, s'il ne serait pas possible de 
trouver, au moyen de ces points, un point de chaque asymp- 
tote, co qui achèverait de définir le système des asymptotes. 

Pour résoudre cette question, nous remarquerons d'abord 
que l'asymptole correspondant à une racine quelconque / = t^, 
par exemple, de l'équation cp(/) = o, est représentée par 
réqualion 

(2) a,y — b^x = — h ... H — - — > 

et^en second lieu, qu'un côté quelconque, A»Aa par exemple, 
du polygone P passe par le point fixe dont les coordonnées 

sont 

a» — ait bi — bk 

X = y = . 

h — ti tk — ti 

Gela posé, considérons alors les (n — 1) points obtenus 
en donnant à t les valeurs 2, 3 . . . n dans les formules 
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ai — Uj _ bj — b^ 

*i -~ ti *i Ci 

On vérifie bien facilement que le point rr^présenté par 

^ ^^ sj 't~ • • • "^~ ^m 
■^î = IQl + . • . + "^Inj 

est sur ras^rmpLote représentée par Toquation (î). 

D'autre part, en appelant X et Y les coordonnées du centre 
des moyennes distances de ce système de (n— i) poinls, on a 

? = (n- i)X, 
'q = (n- i)Y. 

Il suit de là que le point (?, tj) s'obtient en prolongeant de (n — 2) 
fois sa longueur le rayon qui va, du point 0, au cenlre des moyennes 
distances du système des (11 — 1) points fixes par lesquels passent 
les droites qui joignent le sommet A, du polygone P, aux (n — i ) 
autres sommets. En menant alors, par le point ainsi obtenu, la 
parallèle à la direction asymptotique OA^, on aura l'asymptote 
correspondante. 

La même construclion est applicable, bien eotendu, a toutes 
les asymptotes. 

VI. — La remarque suivante résulte immédiatement de la 
proposition du n** IL 

Soit OB^Bj. . .B„ la ligne polygonale dont les côtés sont égaux 
en grandeur, direction et sens aux rayons OA^ , OA, . . . OAn . 
Quand le polygone AjA^. . . An «e déplace dans les conditions indi- 
quées plus haut : le sommet B^ décrit une conique, le sommet B3 
une cubique, etc. . . ., de sorte qu'ajouter un côté à la ligne poly- 
gonale équivaut à augmenter d'une unité le degré de la courbe. 

VIL — Je suppose maintenant que Téquation <p(f) = o, ait 
des racines imaginaires, et je vais montrer que Ton peut, dans 
ce cas, construire la courbe au moyen de droites et de 
coniques. 

La décomposition en fractions simples permet en offet de 
mettre les expressions des coordonnées sous la forme 

^ait-^ai yçi mh 



X = 
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P« désignant un polynôme du second degré en t. 
Je pose alors 

ait -H ttj / Mh 

^i = — t: — y l Çfc = 



P. Y" t-h 

et j'appelle Ai le point dont les coordonnées sont Xi et ^< , 
B^ celui dont les coordonnées sont l^ et i\k . 

Lorsque t varie, le point Aj décrit une conique r< et le 
point Bi une droite A^ , passant toutes deux par Torigine. De 
plus, si Ton considère deux points quelconques Ai et A» , A 
et B/^, ou enfin B;^ et B^ ces deux points se correspondent 
horaographiquement ; les homographies des points B clant 
d'ailleurs deshomologies. 

D'après cela: 51 Von considère un système de coniques F^ , r,. .. 
et de droites A^ , A,. . . passant par le même point 0, et si Von 
suppose chacune de ces lignes parcourue par un point mobile (ki 
pour les coniques et Bi pour les droites) de telle sorte que les divi- 
sions tracées par deux quelconques de ces points sur les courbes 
correspondantes soient homographiques^ avec la condition que les 
homographies définies parles couples de points Bi soient des homo- 
hgieSf la seconde extrémité de la ligne polygonale qui a pour 
origine le point et dont les côtés sont respectivement égaux en 
grandeur y direction et sens aux rayons OA^, OA, . . . , OBj, 
OB, . . . décrit une courbe unicursalCy la plus générale de son degré. 

Le degré de la courbe dépend du nombre des coniques 
et du nombre des droites. 

VIIL — Par exemple considérons une conique F, une droite 
A coupant la conique en un point et une seconde 
droite D ne passant pas par le point 0. Supposons que A 
et D soient les bases de deux divisions homographiques et 
appelons A un point quelconque de A, B le point correspon- 
dant de D, nous aurons la propriété suivante : Traçons BO 
et soit Bi le second point de rencontre de cette droite avec F, le 
quatrième sommet du parallélogramme dont deux côtés consécutifs 
sont OA et OB , décrit une cubique unicursale quand le point A 
parcourt la droite A. 
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IX. — Soient Fj, Tj deux coniques passant par le même 
point 0; A^, A^ deux droites quelconques ne passant pas 
par 0. Considérons ces deux droites comme les bases de 
deux divisions homographiqueR, et soient A| et A, deux 
points correspondants. Soit B^ le second point de ren- 
contre de 0Â| avec Fi et soit B, le second point de ren- 
contre de OA j avec F,. Sil'on construit te parallélogramme dont 
OBi et OB, sont deux côtés consécutifs, le quatrième sommet de ce 
parallélogramme décrit une quar tique unicursale; et ainsi de suite. 

X. — Dans tout ce qui précède, on n'a fait aucune hypothèse 
sur la nature des racines des équations telles que P{ = o, 
de sorte que les résultats obtenus en ^sont eux-mêmes in- 
dépendants. On peut donc, obtenir par ce mode de géné- 
ration toutes les courbes unicursales, dont les points à 
rinBni sont réels et distincts, ou imaginaires et distincts. 

XL — Le cas oîi l'équation 9 (/) =0 admet des racines 
doubles se ramène immédiatement au précédent. 

XII, — Enfin, lorsque réquation 9 (0 = o a des racines 
multiples d'ordre supérieur à 2, la méthode n'est plus 
applicable; du moins, elle exigerait l'emploi d'éléments 
dépourvus de simplicité. 

XIII. — Les considérations précédentes s'appliquent, sans 
modification, aux courbes unicursales de l'espace; il n'y a 
qu'à ajouter une troisième équation de plus pour la troi- 
sième coordonnée. 

Nous pouvons donc énoncer les deux propositions suivantes : 

I. — Lorsqu'un système de points A^Aj ... A» varié de telle 
sorte que chaque point décrive une droite passant par un point et 
que les droites qui joignent deux quelconques de ces points passent 
par des points fixes^ la seconde extrémité du contour polygonal 
qui a pour origine le point et dont les côtés sont r^espectim- 
ment égaux en grandeur, direction et sens, aux rayons OAj, 
OAj . . . OAn, décrit une courbe unicursale de degré n. 

Les droites décrites par les points A^. A„ . . . A„, en sont 
les directions asymptotiques ; les asymptotes s'obtiennent 
d'après la règle du n** V. 
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En particulier^ si Ton fail tourner un plan autour d'une 
droite et si Ton appelle A, B, C les points de rencontre de 
ce plan avec les arêtes Ox, Oy, Oz d'une trièdre le som- 
met opposé à 0, dans le parallélipipède qui a pour arêtes 
OA, OB, OC, décrit une cubique gauche. 

II. — Soient Fj, r, ... des coniques et b^^ Aj . . . des droites 
passant par le même point de V espace. Supposons chacune de ces 
lignes parcourue par un mobile, de telle sorte que les divisions 
tracées par ces mobiles sur ces courbes soient deux à deux homo- 
graphiqae^y celles qui sont tracées sur des droites, deux à deux, 
homologiques. Appelons A^, Aj. . . B,, Bj ... les positions de ces 
mobiles à un instant donné et construisons le contour polygonal qui 
part du point et dont les côtés sont respectivement égaux en 
grandeur, direction et sens aux rayons OA^, OA j . . . OBj, OB^ .... 
la seconde extrémité de ce contour décrit une courbe gauche uni- 
cursale. 

Le degré de la courbe dépend du nombre des coniques 
et des droites. S'il y a n coniques et p droites, le degré 
est 2n + p; pourvu, bien entendu, 1® que les coniques n'aient 
pas de directions asymptotiques communes; S^ que ces direc- 
tions ne soient pas celles des droites proposées. 



EXTENSION AUX COURBES ALGEBRIQUES 
d'une propriété du cercle 

Par M. F. Balitrand, ancien élève de TËcole polytechnique. 



Considérons un cet^cle G et un point fixe P. Menons, au cercle, 
deux tangentes parallèles, et abaissons, du point P, les perpendi- 
cataires PA^, PAj sur ces tangentes. Soit M le milieu de A, A, ; le 
lieu du point M est la circonférence décrite sur PC comme diamètre. 

Cette propriété s'étend, sans modification, aux courbes algé- 
briques d'ordre quelconque. 
Soit, en effet, 

(1) ?m(w, v) -+■ ^'^\u, v) + ... 9,(w, u) + ao = G, 
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réquation tangentielle d'une courbe de degré m, 9p(ti, v) dé- 
signant un polynôme homogène, de degré p en u et v. Soit 

X cos cp + y sin <p — p = o 
réquation d*une droite. En exprimant que cette droite est 
tangente à la courbe (1) nous avons 

/C0S9 sincp\ /COS9 8in©\ /cosop sinopx 

i^oP^ +(«1 cos 9 4- ôisin 9)p"*"*4- 
(a, cos* 9 -hfcj cos 9 sin 9 +Cj sin* 9)p'*-"2 
1^ • • • 1^ 
Qm COS"* 9 + 6m cos"*"*9 sin 9 -f- ... H- im sin*" 9 = 0. 
Siy dans Téquation (2), on donne à 9 une valeur particulière, 
cette équation a pour racines les distances de P aux m droites, 

tangentes à la courbe (I), et parallèles à la direction ^ "+" ?• 

Par suite, on a 

Pi 4- Pj -f- . . . Pm = ^ cos 9 sin 9. 

Posons 

(o) mp = pi -H p,-*- ... Pfn= cos 9 sin 9, 

p et 9 sont alors les coordonnées polaires du point M, centre 
des moyennes distances des pieds des perpendiculaires abais- 
sées, de P sur les tangentes à la courbe (1), parallèles à la 

direction — h 9. 

En passant aux coordonnées rectangulaires Téquation (3) 
devient maj^x^ H- j/*) + a^x + b^y = o. 

C'est réquation du lieu du point M. Elle ne dépend que du 
terme constant et des termes du premier degré de réquation 
(1); elle reste donc la même pour toutes les courbes homofo- 
cales à la courbe (i). 

Théorème. — Si Von considère une courbe algébrique quel- 
conque G et si, d'un point P, on abaisse des perpendiculaires Vk^, 
PAj, ..j PAm sur les tangentes à la courbe, parallèles à une di- 
rection A; le lieu du centre des moyennes distances des points 
Al, A,, .. . Am lorsque A varie est une circonférence^ constante pour 
toutes les courbes homo focales à la courbe C. 
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EXERCICE ECRIT 



60, — On considère un cercle, un diamètre ÂB de ce cercle 

et la tangente en B. Une sécante quelconque passant par A 

rencontre la circonférence en G et la tangente en D. On sait 

que si AB = a, on a 

AC.AD =aS 

c'est-à-dire que le cercle el la tangente sont des transformées 

par rayons vecteurs réciproques, la pôle de transformation 

étant en A. 

— On considère ensuite le point E, milieu de CD et, sur la 
même droite AGD, le point F tel que 

AF.AE = a»; 

puis le point G milieu de EF, et le point H tel que 

AH.AG = o>; 
et ainsi de suite. 

Les courbes, lieux des points tel que E, G, E..., sont à bran^ 
ches infinies. Montrer que l'aire comprise entre la courbe et 
leur asymptote est finie et trouver son expression. 

Toutes les courbes F, H, L... réciproques des premières sont 
des courbes fermées; déterminer leur aire. 

— Les courbes des deux séries sont toutes unicursales. 

En particulier, la courbe E a pour aire — ^ ; 

La courbe G a pour aire rr- ( 21 H 7^=), 

64 \ 2/2/ 

La courbe F est une ellipse d'aire égale à 



32v/2 

(E. iV. Barisien,) 
Notes sur l'exercice 59*. 

Soient (a, p) les coordonnées du point A, (Xi j/J [x^ y^) [x^ y^), celles 
des trois points BGD. 

Noui» aUons tout d'abord démontrer les propriétés dues à Steiner et à 
Joacbimsthal. 

(*] Ces notes sont de M. Barisien., qui avait proposé Texercice 59. 
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Au point B la tangente et la corde AB sont également inclinées sur les 
axes de Fellipse, par suite de cette propriété connue que lorsqu'un cercle 
coupe une ellipse, les cordes d'intersection sont isoscéliennest c'est-à-dire 
également incUnèes sur les axes. Dans ce cas, le cercle osculateur, en B, 
aura son quatrième point d*interscction avec Tellipse situé en A. 



Dftr^J^a) 




En exprimant que la droite AB et la tangente en B ont des coefficients 
angulaires égaux et de signes contraires, on obtient 

ya?i _, P — l/i 

ou 6«aj,» — a*yi« — 6*aa7iH-a«pyi =0. (1) 

On a aussi, en exprimant que B est sur Tellipse 

6»a?i» -h a*i/i» — a»6» = 0. (2) 

Les points tels que B sont donc à Tintersection de Thyperbole (1) et de 
l'ellipse (2). Ces deux courbes ayant leurs axes parallèles, leurs points 
d'intersection sont sur une circonférence. L'équation générale des coniques 
passant par les points communs à (1) et (2) est, en supprimant les 
Indices, 

X(6«a;* -h a*y* — a*6«) -h b^ — o*y« — b^ax ■+■ a*^y = : 

a* + 6* 
Cette conique est un cercle pour X = — ^ — . Et ce cercle a pour 

c 

équation 2o*ô«(a?» + y^) — bkt^ax + aH^^y — o*6Va« + 6>) = o. (3) 
Ce cercle passe donc bien par les quatre points A, B, G, D. 

Cherchons maintenant l'équation aux abscisses des points d'intersec- 
tion de (3) avec l'ellipse. En éliminant y entre (3) et l'équation de l'ellipse 
on trouve sans difficulté 

^x^ — 40LXfi — 3a*a;* + la^ouc + a*a* = o. 
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£q divisant le premier membre de cette équation par x — a , 
l'abscisse da point Â, il reste l'équation 

(4) 4X^ — 3a^x — a*a = o . 
Par suite 

(5) iCi + a?2 + aîg = o. 
On aurait trouvé, de même : 

(5)' yi + y% + yz = o. 

Le centre de gravité du triangle BGD est donc le centre de Tellipse. 
L'équation (4) montre que, outre la relation (5), on a encore la suivante 

4 
Démontrons, maintenant, les propositions énoncées. 

1* Les coordonnées du centre du cercle (3) sont : 

4a« ^ 46»' 

Or 6V + a«p« = a»6*. 

En éliminant a et p entre ces trois équations, on trouve, pour le lieu du 
centre, l'ellipse représentée par 

c* 

10 

2« Les coefficients angulaires de AD et BG étant égaux et de signes 
contraires, on a 

/A\ y» — ? y*— y 

(6) • = • 

Or 6»a| + a*y| = a*bK 



Donc 



De même 



6«a* + o*p« = a>6« 

2/3 ~ g ^ ^'(^8 + g) 

a?3 — a a*(2/3 + P) * 

î/a — Vi à^i^i + ^i) 



aja — x^ a^y^ + y^) 

En teijtant compte de (5) et (5') 

y% —' y _ ' 3Cs 

X^ — X^ ^ i/s 

Par suite, (6) devient 

2/3 +" P _ 2/3 

fl^a -f- ot ^3 

c'est-à-dire ^x^y^ + po^g + «2/3 = <^' 

On voit donc que les trois points B, G, D sont sur l'hyperbole équilatère 
représentée par 

(7) 2xy + ^x + ay = o. 

Le point A% symétrique de A par rapport au centre 0, de (E), est aussi 
sur cette b)'perbole. Il en résulte que les normales, en B, G, D et A', sont 
concourantes ; car on peut identifier (7) avec Téquation de Tbyperbole i 

d'Apollonius correspondant au point (Ç, ri). 

c^xy — a'Iy + b\x = o. 

3' D Ou ç = _ ^ :^ + , 

2a' 2 



^-^ 
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ce qui montre que le lieu de (l, y]) est Tellipse 

4 
V La comparaison des coordonnées (l, ri) de P, à celles du centre (•> du 
cercle 6CD, montre immédiatement que 

OP = 20a) , 
et que le point (•> est sur la droite OP, du côté opposé à P par rapport 
à O. 

Les propositions 3* et 4^ se voient géométriquement. 

En effet» la tangente en D est parallèle à BG; par conséquent, les noimales 
en B, G, D sont les hauteurs du triangle BGD et se coupent en 
un point P. -^ Quant à la propriété relative à la position des trois points 
P, et 0), c*est précisément celle qui existe entre le centre de gravité, 
le centre du cercle circonscrit et le point de rencontre des hauteurs d'un 
même triangle. 

5*" En posant cx=a cos 9, ^ = 6 sin 9, on change réqualion (7) en 

bx sin 9 + 03/ cos 9 + 2xy = o. 

Par suite, l'enveloppe de l'hyperbole d*Âpollonius est représentée par 

b*x* + ôh/« = 4x^y*. 
G^est la quartique connue sous le nom de Kreuzcurve 



b^x 



3 



6« La droite BG a pour coefficient angulaire . Exprimant 



qu'elle passe par le milieu de BG, son équation est 

b^X3 
'^y - {Vx + y») = — liT V^x — (x, + a?,)] 

ou en tenant compte de (5) et (5/ 

(8) 2a*yi/3 + ib^xx^ + a«6« = o. 

En posant aussi X3 = a cos 93, Va = & sin 93, 
l'équation (8) devient 7.ay sin 93 + 2^^; cos 93 + a& = o. 

De sorte que Penveloppe des côtés du triangle BGD est Tellipse 

7" : On a 

BG' 4- BD* 4- CD' = S(a?, - x^f 4- 2(t,, - y,)» = ^x, -h a?,)* + Siî/i 4- y,^» 

— 4Saî,ajg — 4Syjyj 

= Sa| 4- Syi — ^^x^x^ — 4Sy ^y, 

= j(2t,)> 4- (2y,)« - eSaj.rr, - 6Sy,y,. 

Or Sa?, = 0, 2y, = 0, S^CjO;, = — Sy,yj = —. 

donc SBG* = ? (a* 4- b^l 

2 

Il est intéressant de traiter la mdme question dans le cas de la parabole. 

Alors 

p» = 2pa. 

Les coordonnées d'un point tel que B vérifiant par la relation 

y- P _. P 

x—cL y 

ou y* — Py 4- px—poL = 0. 
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1/3 

En faisant, dans cette équation, 2; = ^- , on obtient 

3î/« - 2Pj/ - P« = 
ou (32/ + p)(2/-p) = 
2/ = p correspond au point A. De 
sorte qu'il n'existe dans la para- 
bole qu'un seul point B, dont Tor- 
doQQ éest 

y 3 

et par suite Tabscisse 

a 

9 
Les deux autres points G et D, 

qui existaient dan<3 le cas de la 
conique à centre, sont rejetés à 
rinfini. 
La droite AB a pour équation 

2pY- 6pX + p* = 0; 
de sorte que la droite AB enveloppe la parabole dont l'équation est 

Y> + 6pX = 0. 
Remarques. — On peut encore ajouter les deux propositions suivantes : 
l" Les trois droites, perpendiculaires à BA en B, à G A en Ge^d DA en D, 
concourent en un même point. 
Les équations de ces trois droites sont 

( b^x^ + a^xy, =(a> + h'^)x,y, 
(9) j b^x^ + n^xy^ = {a* + 6*)a;,y, 

V 6^a?3 + a^xy^ = [a* + 6*)a:,3/j 
Si l'on a 

Xt Vt a^y% = o, 

les trois droites seront concourantes. Or, ce déterminant peut s'écrire 
x^ + œ^ + x^ y^ + y^ + y» x^y^ + x^y^ + x^y^ 
Xi Vi x^y^ 

X9 y» x^y^ 

Les éléments de la première ligne sont nuls. En effet, on a 

Xt+Xi+ OJ, = 0, 

Vi + 2/2 + 3^8 = o, 
D'autre part, en ajoutant les trois équations (7), relativement à (a;i,yO, 
{Xi, t/,), (a?,, î/,), on trouve aussi 

a?iî/i + Xiyi + rCaVs = o 
La proposition est donc démontrée. 
l"" Le lieu de ce point de concours est une dlipse. •» D'après (7), on a 

2Xi -f- a 
Portant cette valeur dans la première des équations (9), on trouve 

— b^{2Xi + a) + a«paî =(a> + 6«)paj,. 
La seconde des équations (9) devient, de môme, 

— b^y'ax^ + a) + à^^x = (a« + b*)^Xi. 

En retranchant ces deux équations et supprimant le facteur {Xt — o?,), il 
vient 
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— _ (o» + &V'3 _ _ (g* + b*)oL 

Par suite, le lieu de ce point est Tellipse correspondant à Téquation 

3* Si dans le triangle BGD, on calcule le côté CD et la hauteur H, on 
trouve sans difSculté 

3a^b^ 
H —z==z. 

^\/aVi + b^^\ 

3ab\J3 
Donc, Vaire du triangle GBD est constoafe'; elle a pour expression — ^ • 

4 
Ce résultat était à prévoir ; car le centre de gravité du triangle BCD 
étant le centre de rellipse, on sait que ce triangle a une aire constante 
qui est Taire mazima des triangles inscrits dans l'ellipse. 

On peut donc en conclure la propriété suivante, inverse de celles de 
Steiner et Joachimsthal : 

Siy par les trois sommets d'un triangle d'aire rtiaxima inscrit a une 
eUipsey on mène^ en chacun de ces sommets, des droites faisant avec la tan- 
gente en ces sommets des angles égaux avec les aoces de VeUipsey ces trois 
droites concourent en un même point situé sur V ellipse. 



QUESTION 308 

S^olation par M. Warogquier, à Hirson. 



On considère une hyperbole H, de centre 0. Démontrer qu'on 
peut trouver un cercle A, concentrique à H, tel qu'il existe des 
lozanges inscrits à H e/ circonscrits à A. 

La circonférence A est réelle quand Vangle des asymptotes qui 
contient H est obtus; son rayon s'obtient en élevant une perpen- 
diculaire, au point 0, à Vune des asymptotes de H, jusqu'à sa 
rencontre avec la courbe. 

Démontrer que si, d'un point de H, on mène les tangentes à A, 
les rayons qui aboutissent aux points de contact forment un fais- 
ceau harmonique avec les perpendiculaires élevées, en 0, aux 
asymptotes de H. (G. L.) 

Considérons un lozange ABGD, et cherchons les conditions 
pour qu'il soit inscrit à une hyperbole H. AG et BD étant 
deux cordes parallèles, la droite qui en joint les milieux est 
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leur diamètre conjugué; elle doit passer parle centre de OH. 
Il en est de même pour la droite qui joint les milieux de AB 
et CD. On voit, par suite, que le point de rencontre des diago- 
nales coïncide ayec I3 centre de H. De plus ces diagonales 
sont perpendiculaires. 

Donc la condition pour qu'un quadrilatère inscrit à H soit 
un lozange est qu'un des côtés représenté par 

X cos a 4- 1/ sin a — p = o, 
soit vu. du centre, sous un angle droit. 

Ecrivons l'équation du faisceau des droites joignant le 
centre de l'hyperbole à ses points d'intersection avec la droite 
considérée; nous avons 

p^{b^x^ — ay) — a^b\x cos a -h y sin a)'» = o. 

Ces deux droites étant perpendiculaires, on a 

ab 

p = - • 

Or, p est le rayon d'un cercle concentrique à H et inscrit au 
lozange. 

Il y aura deux solutions si Ton a 

6» > a» ; 
ou, comme a et b sont positifs, si Ton a 

6 

- > I. 

a 

Soit ô l'angle des asymptotes ; la condition peut s'écrire 

tg->i 

ou 6 > 90o. 

Si l'angle qui contient la courbe est obtus, on aura deuxsolu- 
tiens. On n'en aura qu'une si H est une hyperbole équilatère. 

Menons, au point 0, une perpendiculaire à l'une des asymp- 

a 
totes, nous aurons y = - . 

Les coordonnées du point d'intersection de cette droite et 
de l'hyperbole sont données par 

6* - a* 
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et la distance de ce point d'intersection à l'origine est 



ab 



R = i/x^ 4- V* = . = p . 

Soient a, p les coordonnées d'un point P do H; on a 
(I) 6*x« - a*p«- a«6» = o. 

L'équation do A étant 

la polaire du point P, par rapport au cercle, est représentée par 

«^ + ^tf = ftrzr^' 

et réquation du faisceau des droites joignant l'origine aux 
points de contact de tangentes menées de P à A, est 

a«6«(a;« -h y^) = (6« - a^){oLX -^ py)». 
La condition pour que ces deux droites et les perpendicu- 
laires aux asymptotes forment un faisceau harmonique, est 

6«a« - a*p« - a«6> = o. 
Elle est vérifiée, à cause de (1). 

Sota. — Autre solation par M. Baudran. 



QUESTION 328 

Solation par M"* V* F. Primb. 



On considère une parabole P dont le sommet est S. Soit À A 
une corde principale de P. // existe une circonférence A tangente^ 
aux points A, A', aux droites SA, SA' ; elle coupe P en deuac 
points B, B', différents des points A, A'. 

4^ Démontrer que la dislance des droites kk.\ BB' est égaie au 
paramètre 2p. 

^ Ayant tracé une droite parallèle àPaxe et touchant A en I, 
on demande le lieu de ce point, quand kk! est mobile. Ce Heu 
est la parabole P. 

3^ Trouver l'enveloppe des circonférences telles que A. 

(G. L.) 




236 JOURNAL DE MATHÉBUTIQUBS SPÉCIALES 

Soient a le pied de la corde A A' sur Taxe de la parabole P 

et le centre de A, c'est-à-dire le 
point ou la perpendiculaire à SA, au 
point A, rencontre Taxe de P. 

Le point A appartenant à la para- 
bole P, 

Aa =2jE).Sa. 

Mais, à cause du triangle rectangle SAO, on a aussi 

kc? = aO.Sa; 
il eu résulte que 2p = aO. 

Or le même triangle rectangle donne encore 

AD^ = SO.aO. 
AO est donc Tordonnée du point P dont l'abscisse est 80, ce 
qui démontre à la fois le 1® et le 2<* de la question proposée. 
3® Posons SO = a, réquation de A est alors 

A s: (X - a)« -4- Y* — 2jOa = O ; 
on en lire A'^ s: — X — p = o, 

ce qui donne, pour enveloppe de A, la parabole représentée par 

Y* - 2jt?X - ;?« = o. 
Elle est égale à la parabole P; son sommet est le pied d3 la 
directrice de P. 

iVoto. — Solutions diverses par MM. Henri, élève au lycée Louis-le-Grand ; 
E.-N. Barisien; H. Brocard; Vazou; Svéchnicofif.. 



QUESTION 319 

S^olutton par M. Blanghet, étudiant à la Faculté des sciences 

de Clermont-Ferrand . 



Soit . y = 3 

( I - 2XX -4- X*)2 

V équation d*une série de courbes. Chacune, telle que ACB rencontre 
l'axe des abscisses en deux points déterminés par x = d= i . Démon- 
trer que le segment ACB a une aire constante (c* est-à-dire, indé* 
pendante de Xj. (£. Catalan.) 
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Nous remarquerons tout d'abord que la propriété à démon- 
trer n'existe pas pour toutes les 
valeurs de X. 

Nous démontrerons que Ton 
doit avoir X< i. 

En effet, Taire considérée a 
pour expression 

et supposons que, pour X < i, /(X) soit indépendant de X. 
Prenons maintenant une valeur de X plus grande que 

l'unité: soit X', cette valeur. Nous pouvons poser X' = -• 

A 

X étant plus petit que l'unité; alors 




^(9 = XY(X), 



quantité qui n'est pas indépendante de X. 
Pour effectuer l'intégration, nous poserons 

I - 2X0; + X« = i* ; 
I + X» - /* 



X = 



d'où dx= — 



2X 

tdt 



X 



^ 4X»^8 ' ^ 4X8/2 

Cherchons les limites do l'intégration par rapporta la nou- 
velle variable t. 

Pour a;= — I /« = (i -i-X)« 

x=i /«=(i-X)% 

X variant de — i à + i , ^' est toujours positif. En effet, dans cet 
intervalle le trinôme i — iXaî + X* a ses racines imaginaires; 
par suite il est positif. 

Dans ce cas (X > i) laire n'est donc pas indépendante de X. 

2me solution (*). — L'aire de la courbe dans la région 
considérée, a pour expression 



(•) Cette solution est de M. Brocard. 
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I = fydx =. I g dx 

(l — 2ÏX -h X«)2 

ou, en posant x — cos 9, Jx = — siu (p rftp, 

j^ / sin^p /j- sin'y 1| 

Jo (i-2XCOScp + X«)2 J^ 

Mais, par un théorème de Liouville {J. de Math., fév. 1874 
et N. C. M. 1874, 19 et 33\ on a, plus généralement, 

sin* cp 1 /*« 

si X< I . 
On en conclut la proposition énoncée. 
Par suite, x variant de — [ à + r , i doit varier d'une façon 
continue sans changer de signe; il variera donc de i + X à la 
valeur absolue de i — X. Il y a deux cas à considérer : 

X < I t varie de i -♦- X à i — X, 
X > I » à X — I . 

y«' Cds. — X < I. L'aire ABC est dans ce cas 

-4X*4-(i-+-X'-/«)* 




4X'i« 




dt- 




L'intégrale indéfinie est égale à 



(i - X«)« (i + X*)t t' 



4- 



4X«^ 2X« • 12X'' 

par suite, on a 

airekLB= / -^, ______ + ____. 
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Cette aire est donc bien indépendante de X. 
2"« Cas. — X > I . L'aire ABC est alors 




-4X« + (I-^X»~/«)« _ i-~X' i-hX« __ 14-3X* _ _£ 
^IH* " 2X» "^ X« " 6X» ""3X»* 

3® Solution (par le capitaine E.-N. Barisien). 

Posons î — 2'kx -h X* = u*, 

_ , ^ I -h X* — u' , udu 

D ou X= ; dX = r— • 

2X X 

Par conséquent, si U désigne Taire ACB, on a 
(i — x*)dx __ 



(i-2Xa;-hX«; 

X=Z — i 



■I 



du 




(i — x*\i 

+ x«) - "^ ^ - wMrfu 

^ u* ■* 



i*=r1— X 



= 2(1-4- X»)«W 4- ^ ^ - - 

L W 3Ju=1-X 

Donc 

_ (.(,+X.)[(x+X)-(,-X)]-H(,-X.)«[-i:^--J3] 



-y((« +^)* -(I -^)'J 
En développant et réduisant, on trouve 

u = f n 

L'aire est donc indépendante de X. 

4® Solution (par M. W.-J. Grbenstreet, R.A., à Gardifï). 

L'aire = / 1 ^^• 

(l -4- X» — 2X55)2 




(*) C'est le résultat iDdiquô dans le deuxième Mémoire sur les fonctions 
Xn, de Legendre (p. 93). La remarque faite ci-dessus (p. 237) est donc fau- 
tive. (E. G.) 
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Soit . s« = ( I + A« - 2Xaj)2 

et Texpression devient 

/ ^* - 2Z^(l + X») + (i - X*)* 



dz 



4X855* 

j ^^ f-_a - -1 

Ainsi Taire da segment est indépendante de X. 



"4xL3 



2JS(H-X'») --(i-.X«)« 



iVoto. — Une autre solution anonyme, prenant pour base Tintégration 
par parties, nous a été aussi adressée. Enfin, M. Vladimîrcsco nous a 
envoyé, ce numéro étant sous presse, une solution analogue à celle do 
M. Blanchet. 



QUESTION PROPOSEE 



359 (*). — Quatre trains se meuvent en ligne droite, avec 
des vitesses uniformes. 

On donne les positions de ces trains à deux instants diffé- 
rents. 

On demande de tracer deux voies reetilignes sur lesquelles 
deux trains puissent se mouvoir avec des vitesses uniformes, 
de telle sorte que pendant toute la durée du mouvement, les 
distances de ces deux trains à Tun quelconque des quatre 
premiers demeurent dans un rapport constant, et les bissec- 
trices des angles sous lesquels on voit ces deux trains, de 
chacun des quatre premiers conservent des directions fixes. 

Il est important d'observer que les solutions de ce pro- 
blème sont toujours réelles. 

(G. Tarry.) 

(*) Par erreur, les questions proposées p. 216 ont été mal numérotées. 
Elles doivent être considérées comme portant les n<*' 355 à 358 . 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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NOTE SUR L'ANGLE DE DEUX DROITES 

£N COORDONNÉES NORMALES 
ET SUR QUELQUES AUTRES QUESTIONS 

Par M. G. Bernés professeur honoraire. 



Soient Ix -h my + nz == o, 

liZ 4- m^y -f- n^z=Of 
les équations de deux droites L, L^. Nous appelons V l'angle 
(L, L^) que L^ fait avec L, angle défini seulement à En 
près. Les angles Â, B, G du triangle de référence seront au 
contraire supposés définis à 2K71 près, comme angles des 
demi-droites qui les forment, savoir A = (AB, AC), 
B = (BG, BA), G = (GA, GB); leur somme est ic. 

Gonsidérons les quantités imaginaires 
cos A + i sin A, cos B + i sin B, cos G -¥• i sin G, 
ou plus simplement e% e*", e*°. Leur produit e*" étant 
égal à — I, on peut poser 

^ =^ ^ iy e« = » C«! = - 1-, 

P Y « 

a, p, Y étant trois quantités dont Tune reste arbitraire; 

les deux autres étant définies par ces égalités. 

Si Ton pose 

/a -4- mp -h wy = 8, /,a 4- w^p H- n^y = 84, 

a p Y « P Y 

nous allons montrer que Tangle V est donné par la formule 

81S' -f. 88; 

ou par la formule équivalente 

(2) é^r = _i 

L'équivalence est visible; on passe par exemple de (1) à 
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(2) en transformant par addition et soustraction la pro- 
portion 

cos V 881 4- 818' 



t sin V 88; - 8^8' 
Avant d'établir directement ces formules; je montre com- 
ment on y peut ramener la formule ordinaire 



cotg 



^ __ 11^ + mm^-^nni — S,(mn^ -4- nm^) cos A . 



sin A sin B sin G 
l m n 

Le numérateur est égal à 

ïl.l^{l — m cos G — n cos B), 

Or -cosG=^g + ï), 

et — cos B = - ( - -h - ) • 

D'où / — m cos G — n cos B = - ( - + a8' ) , 

2 \a / 

et, par suite, 

— cos G — n cos B) = 

2 

Le dénominateur est égal à 

S./j(n sin B — w sin G). 



S./i(/ - cos G - ncos B) = i (88Î -f- 818'. 



Or 
et 

D'oîi 
et 



8inB=.±p-?î) 
2î \a y/ 

21 Va B/ 



I /8 



n sin B — m sin G =-• — : ( - — a8M 

21 \a / 

SJi(n sin B - m sin G) = A. (881 — 818'). 



On obtient ainsi la formule (1) et, par suite, la formule (2). 
Passons à la démonstration. 

Lemme. — L'angle Vo ou (BG, L) d'une droite L avec BG est 
donné par l'égalité 

(3) eX''a = «4- 
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8' 8' 

(De même e**^6 = p* — , e**^c = y« _ . ) 

L'équation de la parallèle BD à la droite L est 
z X 



D'où 



ou 



am — hl bn ^ cm^ 
am —bl ^ sin (B — Y a) 
bn — cm'' sin Y a 
= sin B cotg Va — cos B, 




V _ (^^ ~ cm)cos B-ham — bl ^ — / + wcosG + ncos B 
**"" 6(n sin B — m sin G) "^ n sin B — m sin G 

cos Vo —l-hm cos G 4- n cos B 

ou = . 

i sin Va ni sin B — mz sin G 

Par addition et soustraction 

■ .1 ■■ Qn ga»vo — - ^ __^ __ „% 

e-*^« -- ^ -f- we'G + ne-<» /8\ 2 ' 

Gonsidérons maintenant les deux droites L, Lj. On a 

(L, Lj) = (BG, L,) - BG, L) 

ou v=y;-Va, 

en désignant (BG, L^) par V^ 

Or e«'V'a = a« ^S e>'^« = a> ^ . 

81 8 

D'où 6^*^ = l^r 

8^8' 

Énoncé de la formule (2). Lorsque les droites L, L^ sont 

réelles, la formule (2) équivaut à cet énoncé : Vangle Y que 

Lj fait avec L 65/ égal, à Ktt près, à Vargument de la quantité 

. . 8 / — me*^ — ner^^ 
imaginaire r- ou ; • 

Gar si y désigne cet argument, comme Z, m, n, /j, m^, n^, 

étant supposés réels, p est imaginaire conjuguée de — , son 

Oj 8 

88' 
argument est — <p et par suite l'argument de — i est 29 ; 

8|8 

celui de ^^ est 2V. Donc, à 2K7C près, 2V = 29, ou, à Kir 
près, V = 9. 
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Quand les droites L, L^ sont quelconques, réelles ou ima- 
ginaires, il faut à cet énoncé substituer celui-ci : Si est 

SSJ i 

r argument de =rT> et p son module, on a, à Kiz près, V = - — - 

log p. On le voit en égalant les logarithmes des deux quan- 
tités c**^, pe*». 

Discussion. — Ou p'îut la faire sur Tune ou l'autre des for- 
mules (1) ou (2). Choisissons la formule (1). 

y® Conditions de parallélisme et de perpendicularité. On voit 






que la condition du parallélisme est 58/ = 8|8' ou — = ^^ ; 
et la condition de perpendicularité 884 = — 8|8' ou 

8' ■" 8/ * 

2^ Cas d'indétermination. Gotg Y est indéterminé dans deux 
cas; soit lorsque 8 et V sont tous deux nuls ou bien 8^ et i[, soit 
lorsque 8 et 8^ sont nuls à la fois ou bien 8' et 81. Or les points 
cyc/i^ues étant donnés par les lieux équations Lax=o 2aj^^=o, 
qui sont celles de la droite de l'infini et du cercle ABC, on voit 
que les coordonnées (infinies) de ces deux points sont propor- 
tionnelles, pour l'un, à a, p, y» pour l'autre, à ->-»—• De 

* ? Y 
sorte que S = o exprime que la droite L passe par le premier 

et 8' = G qu'elle passe par le second. En conséquence, l'indé- 
termination de cotg y se produit, soit lorsque, l'une des droites 
étant quelconque, l'autre passe à la fois par les deux points 
cycliques, c'est-à-dire se confond avec la droite de l'infini, 
soit lorsque chacune des droites passe par le même point 
cyclique. Ainsi : l'angle de la droite de Vinfini avec une droite qui- 
conque est indéterminé, et aussi Vangle de deux droites isotropes 
de même espèce, ou Vangle d'une isotrope avec eUe-mêm^e. 

3^ Cas d'invariabilité. Lorsque le produit 8^8' est nul, tcotg V 
a une valeur invariable égale à — i et par suite cotg V une 
valeur égale à i ; lorsque le produit 88^ est nul, cotg Y a une 
valeur invariale, égale à — t. Donc l'angle (L, L^) qu'une droite 
isotrope L^ fait avec une droite quelconque L| non isotrope de la 
même espèce, a une cotangente invariable, égale à i, ou — i, selon 
que Lj est isotrope de première ou de seconde espèce. 
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COtg V 



2i5 



Si 



Quel est l'angle V ainsi défini? on a e^^* = . ^^ 

" colg V — t 

Ton appelle 7 Targument et p le module du second membre 

e^^ = pe*?, d'oîi en égalent les logarithmes des deux membres 

9 i 
V = I log p. Or lorsque cotg V = î, p est infini et 9 quel- 

conque; donc alors dans Texpression imaginaire qui donne V, 
le coefficient de i est — 00, et le terme réel indéterminé. 
Lorsque cotg V= — t, p est nul et 9 encore quelconque; et par 
conséquent V est formé d'un terme réel indéterminé, et d'un 
terme imaginaire dont le coefficient est + x) . 

POLNT A l'infini d'uNE DROITE L^ QUI FAIT AVEC UNE DROITE DONNÉE L 

UN ANGLE DONNÉ V 



La formule 



e2iT = 



donne 
D'où 
/ 



0} 



_88; 

8 
8'e»^' 



Ya8'c«^ - - W w?yp8'e2»T - ^ W n/yh'é^^^ - -\ = o. 



La droite L^ passe donc par le point dont les cordonnées 
sont proportionnelles à : 



a 



s 



a8'e2»^ , fiS'e^»^ - - , vS'e^iv 

* ^ P Y 

Toute droite parallèle à L^ passe par le même point; c'est 

donc le point à l'infini de chacune. 

Corollaire. — De là, l'équation d'une droite passant par un 

point donné {x^, y^, Zi) et faisant l'angle Y avec une droite 

donnée L. L'équation est 

X y z 

X, y, z, 

a ^ P ^ Y 



o, 



ou 



S'e» 



*v 



X y z 
X, y^ z^ 

a p Y 



= 8 


Xi î/i z, 
I 1 I 




a p Y 
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Les deux déterminants qui figurent dans cette dernière, éga- 
lés à zéro, représentent les deux isotropes qui passent par (ar^, 

Vit «Sfi); 

SiVa, Vb,Vc sont les angles que Tune des deux directions de 
L, fait avec les directions BG, CA, AB, les cordonuées du point 
à Tinfini sont proportionnelles à sin Va, sin Vi, sin Vé. 

On voit aussi que 6«V, e»vj, ctV sont proportionnels à a, p, y. 

(A suivre.) 



SUR LA DETERMINATION D'UNE CONIQUE 

PAR CINQ POINTS OU PAR CINQ TANGENTES 

Par M. B. Humbert, professeur de mathématiques spéciales au 

Lycée Louis-le-Grand. 



L'objet de la présente Note est d'indiquer, sommairement, 
un moyen de discuter algébriquement, d'une façon complète, 
le problème de la détermination d'une conique par cinq 
points ou par cinq tangentes. 

Soient x^, t/|, z^j a;,, y,, z^, . . ., x^, j/„ js,, les coordonnées 
de cinq points distincts, situés à distance finie ou infinie; si 
nous exprimons qu'une conique, 

ax^ -I- 2bxy -4- cy* -H 2dxz + 2eyz -h fz* = o, 
passe par les cinq points, nous obtenons les cinq équations 
suivantes, linéaires et homogènes, par rapport aux inconnues 
a, 6, c, d, e, f, 

aoi?i + 2bx^y^ -f- ct/f + 2dx^z^ + 2ey^z^ -f- fz\ = o, 
ax\ 4- 2bx^y^ 4- cyi + 2dx^z^ + 2ey^z^ -h fzl = o, 
(1) { (ju4 + ^bx^Vs + cyl -h 2da?3Z3 -♦- 2€yj^Zi -h /4 = Oi 
a.T? + 2bx^y^ -+- cyf + 2c;?a;4^4 -♦- 26^4134 + fz\ = o, 
oaîi -+- 260^8^5 -4- cyl H- 2c?a:;3Z5 + 'ley^z^ + fz\ = o. 
1® Nous allons d'abord montrer que, dans ce système, tous 
les déterminants du troisième ordre ne sont pas nuls; c'est* 
à-dire que si l'on considère trois équations linéaires de ce 
genre, 



JOURNAL DB MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 247 

aa?i + 2bx^yi -h cyî -h 2dx^z^ + 2ey^Sy^ 4- fz\ -= o, 
(2) { axl + 26ajjj/j + cyi -4- 2ctej>&a + 2ej/,^j + /il = o, 
axl 4- 260:3^8 + cyl + 2rfa;83, -i- 2ey32Î8 + /a| = o, 
les déterminants du troisième ordre que Ton peut former 
avec les diverses colonnes des coefficients de a, b, c, d, e, /*, 
ne sont pas tous nuls. 

En effet, si nous les supposons tous nuls, nous pourrons 
établir entre les éléments des six colonnes, une même relation 
linéaire et homogène, que nous pouvons écrire sous la forme 

^sVs = aaîiyi -4- pa?,y, 

^ ^ ^ x^z^ = aXiZ^ + px^z^ 

zl = a.^î + pj32- 

Ceci revient à supposer, en effet, que Je coefficient relatif 
aux éléments de la troisième ligne n'est pas nul; mais s'il était 
nul, les points i et 2 auraient leurs coordonnées proportionnelles 
et coïQcideraient, ce qui est contraire à l'hypothèse. Récipro- 
quement, si les relations (3) ont lieu, pour un certain système 
de valeurs de a et p, tous les déterminants du troisième ordre 
sont nuls. Donc, au point de vue algébrique, c'est la même 
chose de supposernuls tous les déterminants du troisième ordre, 
dans les équations (2), ou de supposer que les relations (3) ont 
lieu pour un même système de valeurs de a et p. 

Gela posé, multiplions respectivement les équations (3) par 
w*, 2uVf V*, 2UW, 2in«;, w* et ajoutons-les; nous aurons : 

(4) Pi s: aPf + pPi, 

Pj, P,, P,, étant des fonctions linéaires et homogènes de 

tt, V, w, P, s ux^ -h vy^ -h wz^y P, s ux^ -h vy^ + wz^^ 

P, =: WX3 -I- vy, H- wz^ ; 
et cela, quelles que soient les valeurs de te, v, w. Mais cette 
identité est impossible, car le second membre est une forme 
quadratique homogène à trois variables, u^v, w, qui est mise 
sous la forme d'une somme de deux carrés indépendants, 
puisque l'on n'a pas à la fois 

Vi^i - ^iVi = o, z^x^ - x^z^ = o, a?iy, - y^x^ = o; 
donc cette forme ti'est pas réductible à un seul carré. 
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2^ Je dis maintenant que si, dans les équations (1), tous 
les délerminants du quatrième ordre sont nuls, les ciaq 
points sont en ligne droite. Pour cela, je vais montrer que si 
l'on prend quatre équations de ce genre, 

aa!i -h 26a?iyi + ^VÏ -^ 2dx^Zi ■+■ 2eyiZ^ -{- fz\=zo, 

(5) / ^ + 2to,y, -t- <y!^2 + idx^z^ 4- 2ej/,3, + fz\ = o, 
00^ -4- 26a?,2/8 + ct^ + 2dx^Zi + 26y,<s, -H fzl = o, 
0x4 -h 2bx^y^ 4- c^ 4- 2rfa;4S4 4- 2€yt«4 4- /"^î = o, 

y supposer tous les déterminants du quatrième ordre nuls, 
c'est la même chose que de supposer les quatre points en 
ligne droite, et réciproquement. En effet, je montrerai, comme 
précédemment, que supposer tous les déterminants du qua- 
trième ordre nuls, c'est la même chose que de supposer les 
relations suivantes, vérifiées pour certaines valeurs de a, p, y, 

a^ = au?! 4- pa^ 4- ya^ 
x^y^ = aa^iîTi 4- PaJ,t/a 4- yx,yj, 

(6) J y*= «yi + P!/l + Yî/i 

^ X^Z^ = aa?i^i 4- ^^S^ 4- yX^%i 

y,z, = ayj3i 4- Pj/,2, 4- y^j^s 

jsj = a4 + P-Sfî 4- Ysf' 
Alors, en multipliant par w*, 2wv, v% 2wm;, 2Vw^, w*, nous 

sommes ramené à l'identité 

(7) Pî =: aP? 4- f Pi 4- yP|. 

Pour que cette identité soit possible, il faut d'abord que 
les trois fonctions linéaires P^, Pj, P, ne soient pas indépen- 
dantes, c'est-à-dire que le déterminant 

^i J/i «1 
^2 y% ^% 

^8 Vz ^« 

soit nul, ce qui exprime que les points i, 2, 3 sont en 
ligne droite. Gela étant, mettons Pj sous la forme à?^ 4- ôPj ; 
les points étant donnés, nous pouvons toujours calculer a et 6. 
Nous aurons alors à satisfaire à l'identité 

Pî s: (a 4- a«Y)PÎ + 2ahy,V;P^ ^- (P + b^i)^l 
Il faut donc exprimer que le second membre est un carré et 
que c'est le carré de P4; c'est ainsi qu'on aura a, p, y- Gela n'est 
possible que si P^ ^ APj + BP, , c'est-à-dire si le point 4 
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est en ligne droite avec i et 2 ; alors on peut calculer, dès le 
début, A et B, et on a 

a -+- o*Y = A.*, aby = AB, p -t- b*y = B«, 
qui donnent, sans ambiguïté, pour a, p, y» des valeurs finies 
et non nulles (a, 6, A, B ne sont pas nuls). La propriété 
annoncée est donc complètement établie; 

3^ Si tous les déterminant du cinquième ordre sont nuls, 
dans les équations (1), et que ceux du quatrième ordre ne soient 
pas lous nuls, quatre des cinq points sont en ligne droite, et 
le cinquième est en dehors de la droite qui unit les quatre 
autres. 

En effet, si les points étaient en ligne droite, tous les déter- 
minants du quatrième ordre seraient nuls, d'après 2^; on peut 
donc supposer que trois des cinq points ne sont pas en ligne 
droite, 1, 2, 3, par exemple. Gela posé, supposons les six déter- 
minants du cinquième ordre nuls; il y aura entre les éléments 
des colonnes une môme relation linéaire et homogène, et 
le coefficient relatif à la cinquième ligne n'est pas nul, sans 
quoi les quatre premiers points seraient en ligne droite; on 
peut donc diviser par ce coefficient et la condition que les 
déterminants du cinquième ordre soient nuls, est remplacée 
par celle-ci, que les six équations suivantes soient possibles, 
pour un système de valeurs de a, p, y, 8, 

a;§ == oucî -h pa| + y^ + Sxî, 

(8) < y^' ^ *** ■*■ ^y^^ "*" ^^ "^ ^^' 

zl = azl + p-sl + yzl -*- 8»?, 
ou, ce qui revient au même, que l'identité 

(9) Pi s aPf + pPÎ -h yPI + 8PÎ, 
soit possible, pour certaines valeurs de a, p, y, 8. 

Or la fonction linéaire P4 peut toujours s'exprimer à l'aide 
des fonctions indépendantes P^, P,, Pt; on a donc 

P, s aPi -h 6P, + cP, , 
et l'identité (9) devient 
Pf s (a + 8a«)Pî 4- (p -H 86»)Pi -h (y + 8c«)Pi 4- 28a6PiP, 

4- 28acPiPa + 286cP,P,. 

JOURNAL DB MATH. SPâC. — ' 1892 10. 
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Le second membre est une fonction quadratique homogène 
des trois variables indépendantes P^, P^, P,; pour qu'elle soit 
un carré» il faut que les six mineurs de son discriminant 
soient nuls, ce qui donne 

Ipy -«- p8c* -h Y^** = o, oL^bc = o , 
ap 4- aB6* + pSa* = o, yhab = o. 

Occupons-nous donc du système (iO). 
Nous remarquons d*abord que 8 ne peut pas être nul» sans 

quoi Ton aurait 

PisaPÎ+pPi + rPi, 

identité impossible, puisque les fonctions Pi , P^» Ps de u, v^ w 
sont indépendantes; en outre, deux des inconnues a, p, y ne 
peuvent être nulles, car Ton aurait, par exemple, 

Pi s aPÎ + 8PÎ, 

identité impossible d'après 1^; puis deux des nombres a, 6, c 
ne peuvent être nuls, non plus, sans quoi Ton aurait, par 
exemple, 

ce qui n'est pas, puisque les points 4 et t sont distincts. 

D'autre part, les équations de la seconde colonne du sys- 
tème (10) nous montrent qu'il faut nécessairement que l'un 
des nombres a, b, c soit nul et aussi l'un des nombres a, p, y; 
si nous supposons a = o, nous aurons aussi a = o. Gela 
veut dire que la droite des points 2, 3 contient le point 4 et 
aussi le point 5, car nous sommes ramené à l'identité 

Pi s (p + 86»)Pi -h 286cP,P, + (y + 8c«)Pi, 

que nous traiterons comme celle que nous avons considérée 
dans le paragraphe précédent. 

11 est facile maintenanl d'achever la discussion des deux 
problèmes signalés et nous n'insisterons pas davantage sur 
ce sujet. 
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SUR LES CYCLIQUES PLANES 

Par M. F. Michel, lieutonant du Génie. 



On sait que les courbes du quatrième ordre qui ont pour 
points doubles les points circulaires de Tinfîni ont été étudiées 
par M.Darboux dans son ouvrage « Sur une classe remarquable 
de courbes et de surfaces algébriques » ; il leur a donné le nom 
de cycliques planes. 

L'étude qui suit a pour point de départ une propriété des 
cycliques, démontrée par M. G. Humbert dans sa thèse de 
Doctorat, présentée à la Faculté des sciences de Paris. Je 
commencerai donc par exposer celte propriété relative aux 
diamètres des cycliques planes. 

I. — Équation générale des cycliques, — Diamètres, 

1. — L'équation générale des cycliques planes est : 

(1) (05* + y*)* - 4(ac + by) (x« -f- y^) -h ^{x, y) = o, 
<j/(â?, y) étant un polynôme du deuxième degré, cette équation 
représente, en effet, une courbe du quatrième ordre ayant 
pour points doubles les points circulaires de l'infini; déplus, 
elle contient huit paramètres variables. 

2. — Soit 

(2) y = mx + p, 
l'équation d'une droite. 

Je cherche l'intersection de la droite (2) avec la cyclique (1) : 
l'équation aux abscisses des points communs est : 

(i -f- m*)*x^ + [4wp — 4(a -h bm)] (i + m*) as* -h ... = o. 

Le centre des moyennes dislances des quatre points d'inter- 
section aura pour abscisse : 

mp — a — bm 

a» =r • 

I + m* 
Il suffira d'éliminer p, entre cette relation et l'équation (2), 
pour avoir le lieu de ce point, quand la droite (2) se déplace 
parallèlement à elle-même : on trouve 

(3) oî + mj/ — a — 6m = o. 
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Le lieu est une droite perpendiculaire à la droite (2) : c'esi 
le diamètre dos cordes de direction m. 
Donc : 

Théorôxne. — Dans toute cyclique plane les diamètres sont 
perpendiculaires à la direction des cordes correspondantes. 

3. — L'équation (3) s écrit : 

X •- a =^ m{b —y) ; 
sous cette forme on voit que cette droite passe par le point 
dont les coordonnées sont a, b. Donc : 

Théorôxne. — Tous les diamètres passent par un point fixe. 
Ce point fixe est appelé centre de la cyclique. 

4. — Si l'on transporte l'origine des coordonnées au centre 
de la cyclique, l'équation générale (1) se simplifie; en effet, ne 
y remplaçant x par x -h a et y par y -^ b, elle s'écrit succes- 
sivement : 

[{x-^ay+iy-^by] [(aî+a)*-h(y+6)*-4a(a;+a)-4%+6)]+... =o, 
[(a; H- a)« -4- (y -h by] [{x - a)» -+- (y - 6)* - 4(a> + 6*)] + ... =o, 
{aj* + y«4-2aa? + 26y + ...)(â3* -^y^ — 2ax — 26y H- ...)-4-... =o, 
ou (a?» + y*)" — 4(acc -h 6y)" + ... = o. 

On voit que les termes du troisième degré ont disparu ; on 
pourra donc écrire Téquation sous la forme : 

(4) (a;«+j/«)« + (p(aj,y) = o, 

où (p est un polynôme du deuxième degré ; co polynôme ne 
contient que six paramètres variables. 

H. — Intersection d^une cyclique et d*un cercle. 

1. — Un cercle quelconque du plan, représenté par l'équa- 
tion 

(G) a;* -f- y^ — 2aa; — 2py + y == o, 

coupe une cyclique en huit points. Si l'on retranche les deux 
points doubles d3 l'infini, il reste quatre points d'intersection 
à distance finie, et si l'on suppose la cyclique rapportée à son 
centre, les quatre points d'intersection sont sur la conique: 

(2aa; + 2py - y)" + ?(a?» v) = o. 

L'équation générale des coniques passant par les points 
d'intersection du cercle et de la cyclique est donc : 

^5) (2aa?-f-2py— Y)«+X(a;»-hy«-.2aa?— 2py-l-y)+ç(a:, y)=o. 
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2. Théorème. — Toute conique passant par les quatre points 
d'intersection dune cyclique et d'un cercle, passe aussi par les 
quatre points ^intersection de la cyclique et d'un autre cercle 
dont le centre est un point symétrique du centre du premier cercle, 
par rapport au centre de la cyclique. 

En effet, soit le cercle 

(C) a:» 4- y* 4- 2aa; -h 2^y + y' = o> 

dont le centre est symétrique de celui du cercle (C) par rap- 
port à l'origine. L'équation générale des coniques passant 
par ses quatre points d'intersection avec la cyclique sera : 

(6) {2ax-k- 2py-h Y')*+V(aî* + y»-4-2aaJ-4-2py^-Y')^-?(^»y)=o• 
Si les deux équations (5) et (6) peuvent être identifiées, le 

théorème sera démontré. 

Si Ton écrit les rapports d'identification, on trouve : 

X = V = - (y + t'). 
Par suite, il existe une conique passant par les huit points 
d'intersection de la cyclique avec les deux cercles (G) et (C) 
et son équation est : 
(7) (2air+2pj/— y)*— (yH-Y'X^^-Hy'— 2aa?— 2py-f-Y)-+-9(cc,î/)=o. 

3, — Si l'on suppose que le centre du cercle (G) se rapproche 
indéfiniment' de l'origine, celui de (G') s'en rapprochera aussi. 
A la limite a = p = o, les deux cercles (G) et (G) seront con- 
centriques et l'équation (7) deviendra : 

(8) Y* - (y + /)(«" -+- !/" + y) -t- <p(a?, y) = o. 

Donc : 

Théorôxne. — Lorsque deux cercles concentriques ont pour 
centre, le centre de la cyclique, leurs huit points dHntersection avec 
cette courbe sont sur une conique, 

IIL — Coniques inscrites à une cyclique. 

1. — Supposons que les deux cercles concentriques (G) 
(G) du paragraphe précédent tendent à devenir égaux, leur 
huit points d'intersection avec la cyclique se rapprochent 
deux à deux les uns des autres *, y ^^ Y tendent vers une 
limite commune fx, et l'équation (8) devient : 

(9) - {JL« - 2[t,{x* 4- y*) + 9(0?, y) = o, 

elle représente une conique tangente à la cyclique en 
quatre points. 
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Si Ton y coasidère fi. comme un paramètre variable, 
réquatioD (9) esl Téquation générale des coniques inscrites 
à la cycliqae. 

On a doue le théorème suivant : 

Théorôme. — Les quatre pointa de contact d'une conique 
inscrite à la cyclique sont sur un cercle qui a pour centre le 
centre de la cyclique. 

Ce cercle a pour équation, 

«* -h y* 4- u = o. 
on le nomme cercle de conlact, 

L'équatTon (9) montre encore que, par tout point du plan 
passent deux coniques inscrites à la cyclique, 

2. — Revenons à Féqualiou (7), elle peut s'écrire : 

(r) [2ax + 2py 4- '^-^)" - (ï + f)(x\ + y^) 

- ^ + ?{ar, y) = o. 
4 

Si l'on pose D = 2aa5 -h 2^y -h ' 

et S = "^ ^^ "^ ^ ^' - (r + /)(^' -+- V) + ?(^, y)^ 

4 
réqualion s'écrira : 

D« -h S = o. 

Mais S = o représente une conique inscrite à la cyclique ; 
donc la conique (F) est bitangenteà une conique (S) inscrite 
à la cyclique, et la corde des contacts est la droite repré- 
sentée par l'équation D = o. 

D'autre part, l'équation du cercle de contact (Ci) de la 
conique (S) avec la cyclique, est : 

(C.) a;» + y» + 2 — I = o, 

et l'on peut voir que les trois cercles (G), (C), et (Ci) ont un 
axe ra lical commua, qui est précisément la droite D. Donc : 

Théorème. — Toute conique F qui coupe une cyclique f n 
huit points, dont quatre sont sur un cercle (C) et quatre sur un 
cercle (C), est bitangente à l'une des coniques S, inscrites à la 
cyclique. 
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Lesdeuxcercles (G) et (C) et le cercle deoontact (Ci ) de la conique 
S ont le même axe radical et cet axe radical est la corde des 
contacts des deux coniques T etS. 

3. — Remarque. Si Ton désigne par r, /, p les rayons 
des cercles (C), (C), (CJ et par d la distance du cercle (C) au 
centre de la cyclique, on a : 

Y = d* — r", 
y' = d« - r'^ 

Y H- y' r* + ^''* 
et, par suite, = d* — • 

^2 2 



Mais ^ ï = - a«. 

2 

Donc p* = — d*, 

«^ 2 * 

c*est la relation qui existe entre les rayons des trois cercles 

(C), (C), (C.). 

IV, — Conique principale» 

1. Si Ton cherche le lieu des centres des coniques 
inscrites à la cyclique, son équation sera donnée par Téli- 
niination de (jl entre les deux relations : 

I f 

— 2[JLaJ H — (p, = o, 

I / 

- 2[f.y 4- - (pv = 0, 

et Ton obtient: 
(H) X(fy - yç^ = o. 

Le lieu est donc une hyperbole équilatère. On la désigne 
sous le nom de conique principale. 
Cette propriété résulte, manifes'ement, de l'équation (H). 

Théorème — La conique principale passe au centre de la 
cyclique» 

Théorômé. — La conique principale est le lieu des pieds des 
normales abaissées du centre de la cyclique sur les coniques 
inscrites. 

En effet, l'équation d'une normale à ces coniques au point 
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{x, y) est; = ' — > 

si Ton exprime qu'elle passe à Torigine, il vient, en simpli- 
fiant, 

X(f>y — j/(p!^ = o, 

et le théorème est démontré. 
On démontrerait de même le théorème suivant : 

Théorème. — Si, du centre d'une cycliquey on mène des nor- 
males à cette courbCy les pieds de ces normales sont sur la conique 
principale. 

C'est d'ailleurs uae conséquence directe du théorème 
précédent. 

2. — Explicitons la fonction 9(0;, y) et posons 

(f[x, y) = Ax* -f- 2Bxy 4- Cy« + 2Dx + 2Ey -h F. 
La conique principale est alors représentée par l'équation 

Ba?> + (G - k)xy - By« -*- Ea: - D^ = o. 
D'autre part, les directions asymplotiques des coniques 
inscrites sont données par l'équalion: 

(A. — 2|Ji) a* -*- 2BXZ -H (C — 2[x)ï/' = o, 

et les directions des axes, bissectrices des précédentes, par 

Bx^ -h (G ~ k)xy - By^ = o. 
Ge sont ], précisément, les directions asymptotiques de la 
conique principale. Donc: 

Théorème. — Les coniques inscrites à une cyclique ont 
leurs axes parallèles à deux directions fixes, qui sont les directions 
asymptotiques de laconique principale. 

3. — D'après ce qui précède, si Ton prend les axes de 

coordonnées parallèles aux directions des axes des coniques 

inscrites, on a B = o. L'équation de la conique principale 

devient : 

(G — A)a;y 4- Kc — Dy = o. 

La condition pour qu'elle représente deux droites est 

DE =0. 

Si l'on suppose D = o ou E = o, l'une des droites est l'un 
des axes de coordonnées, axe de symétrie de la cyclique, 
car l'équation de celle-ci ne contient plus de terme du pre- 
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mier degré en x ou en y. 

Les cycliques à un axe de symétrie sont appelées spiriques, 
et il résulte de ce qui précède que : 

Théorème. — Dans toute spirique, la conique principale se 
réduit à deux droites, dont Vune est Vaoce de symétrie de la 
spirique. 

Si D et E sont nuls en même temps, la conique principale 
se réduit aux deux axes de coordonnées, et la cyclique a 
deux axes de symétrie. Dans ce cas le centre de la cyclique 
est un centre, au vrai sens du mot. Donc: 

Théorème. — Dans une cyclique à deux axes de symétrie, 
la conique principale se réduit à deux droites qui sont les deu 
axes delà cyclique, 

4. — Si Ton conserve les axes de coordonnées indiqués 
dans le paragraphe précédent, réifuation générale des 
coniques inscrites est : 
— fji.* — 2fx(a;* -4- !/*) -4- Ax* ■+• Gy» + 2T)x -4- iEy 4- F = o. 

Parmi ces coniques, il y a deux paraboles, correspondant 

aux deux valeurs de fx: 

A G 

JX = - , |X = - . 

2 2 

Elles ont leurs axes rectangulaires et parallèles aux 
asymptotes de la conique principale ; ceci était évident 
a priori (A suivre.) 

EXERCICE 61 



ffun point M, on mènCy à une ellipse donnée F, les tangentes 
MA, MB et l'on considère la circonférence A, circonscrite au 
triangle MAB. 

a) Trouver le lieu de M ; /® quand A passe par le centre de 
F; 2^ quand le centre de A est sur le grand aoce de F . 

b) A coupe r, abstraction faite des points A, B, en deux autres 
points G, D; trouver l'enveloppe de CD, quand OM reste constant» 

c) Quel est le lieu de M, quand les coordonnées du point de 

X y 
concours des droites AB, GD vérifient l'équation — h ^ = 1 • 
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Note sur l'exercioe GO, 
Par M. Barisien. 



En prenant des coordonnées polaires (le pôle étant en A est égale à AB 
étant Taxe polaire), Téquation du cercle dont le diamètre ÂB est 

r = acos 6. 
Celle de la tangente en B est 

a 

r = -. 

cos 

L'équation du lieu des points E est donc 

(E) 2r a= a cos ô + — « 

^ ' ^ cos e 

afcos* 6 + i) 

ou r = — . 

2 cos 6 

Le lieu des points F a, par suite, pour équation 

„ 2a cos 8 

(F) r = • 

^^ cos«6 + i 

Cette équation transformée en coordonnées rectangulaires, devient 

2x^ + î/* — 2aaî = o. 

La courbe (F) est donc une ellipse. Les axes sont respectivement égaux 

à a et à a >/2 . 

Le point G étant le milieu de EF, l'équation du lieu des points G est 

a(cos* 6 + i) , 20 008 6 

2r= f- 



2 COS 6 cos* 6 + I 

Aires de ces diverses courbes. Courbe E. — L'équation do la courbe (E) 

transformée en coordonnées rectilignes, devient 

2xHx — a] 

2/2 = — i . 

a — 2X 

Cette courbe est une cubique circulaire ayant un point double isolé 
en A, tangente au cercle en B, et ayant pour asymptote le diamètre du 
cercle perpendiculaire à AB. 

En transportant les axes de coordonnées parallèlement à eux-mêmes 
au centre du cercle, on a 

(2a? + a) a — 20? 
î/=-^ ' — -K 

2 V 22; 

X étant compris entre o et -, on peut poser 

X = — cos' ©. 

2 

a 
D*où y = - (tang 9 +' sin 9 oos ç) . 

2 

Il en résulte que l'on a pour l'aire Ui , comprise entre la courbe et son 

asymptote, 

a 
1 

djc I '^ Jxs»o 



dUr ^ l*"-^ 



t)u -T— = o* sin* 9 4- a* sin* 9 oos* 9 

^9 1 Jf-O 
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ou Ub = • 

ib 

a CL 
Courbe F. — La courbe F étant une ellipse de demi-axes - et -— , son 

2 V2 

. ,- ira* 

aire est Uf = — = • 

2y/2 

Courbe G. — Les équations des courbes (E) et (F) sont de la forme 

L'éq^iation de la courbe G, qui est une sorte de courbe diamétrale des 
courbes E et F, est donc 

2R=r+- 



Par suite 



r 



hRm = r'dô + ^ d6 + afedO. 

Donc _-=_- + i_ + dô. 

3 004 

En intégrant U« = h — • 

4 4 4 

Or, k = o*. Pour avoir Taire totale, il faut intégrer de + - à . Il 

2 2 

Tient donc 

U« + Uk + iza^ 

Ua = » 

4 

ira* — 

c'est-à-dire Ug = -r- [21 + 4^2]. (*) 

04 

En général, si U est Taire de Tune des courbes, U, celle de sa trans- 
formée, Taire S de la courbe que Ton peut appeler diamétrale de U et U, 
aura pour expression 

Szz=i(U-|-U, + 7ca«). 
4 

Cette courbe ^ qui a des branches infinies aura donc, pour Texpression 
de Taire comprise entre la courbe et son asymptote, une quantité finie. 
L'asymptote de ces courbes sera la tangente en A (sauf pour la courbe E où 
Tasymptote est le diamètre perpendiculaire à AB). 

La courbe réciproque de I] sera une courbe £|. Cette courbe £| est 
fermée et son aire sera intégrale. En effet, r est une fonction rationnelle 

de cos 6, et en posant tg - = 0, il en résultera que r et par suite x eiy 

seront toujours des fonctions rationnelles fractionnaires de la variable 
auxiliaire t. Toutes les courbes S^, et £ seront donc unicursales. 



(*) Résultats rectifiés. 
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On déterminera Taire de £, en utilisant la décomposition de fractions 
rationnelles en fractions simples. 

On obtiendra aussi Taire W de la courbe diamétrale de 2 et £| par la 
même formule que précédemment 

W =-(2: + 2i + ica«); 

etc.. 

Remarques 1* On peut remarquer d'abord que si, au lieu de la tangente 
en B, on considère une droite quelconque perpendiculaire au diamètre ÂB, 
cette droite sera aussi une transformée par rayons vecteurs réciproques du 
cercle, et les courbes diamétrales successives de ces deux premières 
courbes, ainsi que les courbes réciproques des courbes diamétrales, joui- 
ront de propriétés analogues aux précédentes. 

2* On peut encore observer que Tantipodaire de la courbe E, par rapport 
à l'origine, est une parabole. Cette propriété est d'ailleurs connue. 
On sait en effet que les podaires de la parabole sont des cubiques 
circulaires unicursales, et que, réciproqpiement, toutes ces courbes peu- 
vent être coDsidérées comme engendrées de cette façon. 

Nous rappelons enfin que, pour cette courbe, comme pour toutes les 
cubiques circulaires unicursales, on peut très simplement construire la 
tangente, par application du principe des transversales réciproques. 
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Recueil de problèmes de Mathématiques (Géométrie analytiqw à 
deux dimensions et Géométrie supérieure), par G. A. Laisant, docteur es 
sciences, ancien Ëlève de l'école polytechnique ; Gauthier- Villars et fils, 
1893. 

Sous ce titre, notre ami M. Laisant, vient de publier le premier volume 
d'une collection dont Tintérêt est manifeste et à laquelle on peut prédire, 
en toute certitude, un grand et prompt succès. Sans doute, comme l'in- 
dique le titre, ce livre n'est autre chose qu'un recueil et, par ce fait même, 
il échapperait peut-être à toute analyse s'il n'était ordonné scientifiquement 
et suivant un plan qui en augmente singulièrement la valeur. 

L'auteur a eu cette idée, dont l'utilité est incontestable, non seulement 
de rassembler les énoncés épars des questions posées dans les journaux 
mathématiques depuis leur fondation, idée déjà excellente en elle-même, 
mais de les classer suivant une méthode simple et ingénieuse. A combien 
d'entre nous n'est-il pas arrivé de rechercher péniblement, dans les collec- 
tions de ces journaux, l'endroit où se trouvait l'énoncé ou la solution 
d'une question autrefois posée, d'un théorème connu, d'un problème 
célèbre. Ce théorème, ou ce problème, nous savons, par un vague sou- 
venir, qu'il existe, quelque part, dans cette collection; mais pour 
remettre la main sur lui, quelle longue et fastidieuse perte de temps | 
En s'adressant au livre de M. Laisant, on retrouvera, en quelques instants, 
le titre du journal qui a publié l'énoncé en question, le nom de celui qui 
l'a proposée et tous les renseignements nécessaires pour se reporter, 
soit à l'énoncé même, soit aux solutions qu'il a provoquées. 
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Les publications qui sont visées dans Touvrage de M. Irisant sont : 
les Nouvelles Annales, la Nouvelle Correspondance Mathématique, la Mathesis, 
et le Journal de Mathématiques spéciales, 

La Géométrie analytique à trois dimensions donnera naissance à un 
volume moins étendu ; il paraîtra incessamment. Puis viendront, succes- 
sivement, deux volumes à Tusage des classes de Mathématiques élémen- 
taires. 

y* Arithmétique. — Alg^e élémentaire. — Trigonométrie. 

^ Géométrie à deux dimensions. — Géométrie à trois dimensions, — Géomé- 
trie descriptive. 

Trois autres volumes termineront l'ouvrage çn correspondant aux divi- 
sions suivantes : 

^^ Algèbre. — Théorie des nombres, — Probabilités. — Géométrie de situation, 

2^ Géométrie du triangle. 

3^ Calcul infinitésimal et calcul des fonctions. — Mécanique. — Astronomie. 

Ge dernier volume s'adressera plus particulièrement aux candidats à 
la licence; mais les élèves de Mathématiques spéciales y trouveront 
plus d'une question intéressant leur enseignement. G. L. 



QUESTIONS D'EXAMENS (*) 



1. ~ Rendre rationnel le dénominateur de la fraction 

t= i =i. 

La solution (**) de ce problème est une heureuse conséquence de la 
théorie des équations binômes. 

Soient : a„ a, . . . ap, (a, = i) les racines de Téquation ac^ — i =■ o; 
Pi, P«» ••• P«» (Pi= 0. celles de a^ — i=o; 
Yii Yii ••• Yr»(Yi= 0, cellesde a?'"— i =o; etc.. 

Considérons une quantité C fbrmée par la loi suivante : 

On prend : 1* toutes les permutations que Ton peut faire avec les radi- 
caux proposés, 'rangés sur une ligne horizontale et séparés par le signe -f; 
2* on considère une combinaison des lettres a, p» y> • • • <^ectées, respec- 
tivement d'un indice pris, arbitrairement : pour a, entre x et p; pour p, 
entre I et g; etc. 

Nous exceptons pourtant la combinaison at , Pi , Yi • • • <iui donnerait 
le facteur 0. 

La quantité ^^ ainsi obtenue résout le problème posé. 

Pour le démontrer^ il suffît de reconnattre que OC est rationnel, par rap- 



(*) Cette note est extraite des exercices proposés dans la troisième 
édition du Supplément, qui vient de paraître. 

{**) Cette solution est empruntée au cours de M. Hubert, professeur de 
mathématiques spéciales,- au lycée de Versailles. 
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port à A, par exemple. Considérons Texpression 

Parmi les facteurs qui constituent Ci on rencontrera, en particulier, les 

suivants. a» y/ A + M, a, y A, + M, . . . a^ y A + M, 
car ces expressions font partie des combinaisons que nous avons imagi- 
nées pour former 2;. 
Or, en effectuant le produit 

(a^ v^Â + M)(a, Ç/Â + M) ... (a^ Ç/Â + M), 

on trouve (•) ajo, . . . a^A +M'' = A + M'. 

Que Ton prenne, maintenant, avec les radicaux 

une autre combinaison M', analogue à M, les facteurs correspondants 
étant groupés delà même façon, on trouvera que le produit est rationnel 
en A. En considérant tous les facteurs de 2;6, on voit, facilement, qu'ils 
ont été, ians exc^iiony envisagés par le groupement que nous avons fait. 
Le produit (O est donc rationnel en A, etc. « 

2. — L'incommensurable ^ né peut pas être racine d^une équation à coeffi- 
cients commensurables, de degré inférieur à p. 

Soit « = v^ô ; 

Si Ton avait 

A,»P-* + A,z^^z + . . . + A^4« +Ap = o, 

en multipliant cette égalité, successivement par js% «S ... ^i'^^, on for- 
merait le tableau d'égalités suivant : 

A,»^* + A,«P-*+ . . . + Ax^^i+ kp = o, 
A,aP-*+ ... + Ap« +A,a=o, 

A3»^~* + . . . + AjOi +Aaa= o, 

Apa*^* + Ajoa**"* + . • • + ^p-î*»» + ^jnjfl = ^• 
En posant 

Ces égalités deviennent des équations du premier degré, pouvant être 
résolues ; par rapport à Xj = s, notamment. 

On aurait ainsi la valeur de s sous la forme commensurable ; ce qui 
implique contradiction avec Thypothèse que nous avons faite. On a 
donc A| = A, ... = A — o. 

3. — Si A + ^a est racine d'une équation f(x)= o, à coeffIcienU 
commensurables ; les quantités _ _ 

A + aiÇ/a, A + a,^a, ... A + a^f/a, 



dans lesquelles ot|, a,, . .a représentent les p racines de l'équation xP—i^s 
sont autant de racines de Véquation considérée. 
Posons ÉC = A + X. 



<*) Les autres termes disparaissent: en effet 



£«1 = 0, £a|QCft = 



o, ••• 



f 
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et soit F(X) = o, 

la nouvelle équation. 
On a, par un certain groupement des termes, 

(1) F(X) = A(xp) + xr,m + .,.+ xp-Vp(xo. 

L'équation F = o, est vérifiée pour Xp = o ; on a donc 

(2) fiW + V^Uia) + . - + V^^fpW = o. 

Or, comme nous venons de Tobserver, cette égalité entraîne les sui- 
vantes * 

(3) ' /i(a)=/i(a)...=ya) = o. 

Si Ton substitue, dans (1), à la place de a, successivement, 

ai\/o, (x%\/a, ... a^y/a, 

on retrouve régsrlité (i), avec cette difiérence que y/a est remplacée 

par ai \/a, etc.. Mais, d'après (3), (2) est une identité ; de cette remarque 
résulte le théorème en question. 
6. — Démontrer qœ si 



<i. 



a + v^b 
e%t racine d^une équati on f(x) =s o, à œefflcie nts commen surables , 

ya + ai y/b, y * + «» V^^»— 

son racines de cette équation; ai, a^, ... désignanty comme dans l'êODwrcice 
précédent, les p racines de l'équation binôme, d exposant p. 

Posons x^ + a = X. 

La transformée F (X) = o est une équation à coefficients, commensurables\ 
puisque, ni Péquation f=z o, ni la formule de transformation, ne renferment 

d'irrationnelles. D'après l'hypothèse que nous avons faite, \/b est une 
racine de F = o ; par suite, comme nous l'avons fait voir (Ex. 3), 

«1 v/^i ots/bj .,. (1) 

sont aussi racines de F = o. Si l 'on co nsidère les quantités 

\a + a. \/^* V « + at\/h, ... 
chaque radical a 9 valeurs ; ces 9 valeurs appartiennent à Péquation consi- 
dérée, 

4. — Si y^(o, (0 étant une quantité incommensurable, est racine d'une équa- 
tion f = o, à coefficients commensurables 

tti yiù, aj y w, ... ap y co, 
sont aussi racines de cette équation: ai, ... ap, désignant les p racines de 
l'équation z^ — i == o. 
Soitco' une valeur commensurable, infiniment voisine de co. 

Alors, f admet uneracjine infiniment voisine de y ta'; elle admettra donc 
des racines infiniment voisines de 

tti y^o)'; as y/el)^ 
En faisant tendre ta' vers a>, on reconnaît l'exactitude de la propriété 
énoncée. 
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QUESTION 321 

Sointlon par M*« V^e p. Prime. 



On prend p nombres^ dans la suite i, 2 . . . n. On fait la 
somme ds ces p nomireê. Evaluer la somme de toutes ces sommes 
partielles. (Catalan.) 

Il y a autant de sommes partielles qu'on peut faire de 
combinaisons avec n objets , pris p à p, ou G;^ • 

Ces sommes partielles contiennent, ensemble, p.Cn,^ 
nombres; par suite, dans la somme totale, chacun des nombres 

P 

donnés 1, 2, 3 ... n est pris - •Gn.p fois. 

Cette somme totale vaut donc : 

(1 + 2 + 54- ... + n).-. \jn.v = . Wp. 

n '^ 2 "^ 



. QUESTION PROPOSEE 

360. — Donner explicitement toutes les valeurs entières 
de n pour lesquelles 
lo 2n* — I est un carré parfait; 
2® 2n* + 1 est un carré parfait. 

(E, Lemoine.) 

• - 

ERRATUM 

Page 219, ligne 2, en remontant : 
Au lieu de : côtés d*un triangle, 
U$e% : côté do Tangle droit d*un triangle. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 



IMPRUIEBIB CHAIX, RUI BBBaiRB, S0> PARK. — S3078H0'92. 



JOURNAL DK MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



265 



NOTE SUR L'ANGLE DE DEUX DROITES 

EN COORDONNÉES NORMALES 
ET SUR QUELQUES AUTRES QUESTIONS 

Par M. £• Bernés, professeur honoraire. 
(Suite et fin,) 



DÉMONSTRATION GÉOMÉTRIQUE DE l'eXPRESSION DE l'aNGLE 

DE DEUX DROITES 

Théorème préliminaire sur le contour des coef- 
ficients. — Si X, (jL, V sont trois longueurs proportionnelles aux 
coefficients 1, m, n (supposés réels) de V équation d'une droite L, 
et qu*on les compare, d'après la règle des grandeurs complexes, 
en leur donnant les directions BG, GA, AB, ou les dh^ections con- 
traires, selon qu'elles sont positives ou négatives, la résultante du 
contour polygonal aimi formé est parallèle à la droite L. 

Soient D, E, F les points oîi L rencontre BG, GA, AB, G 
l'intersection de BG et de la parallèle meuée par A à L, K 
l'intersection de AB et de la parallèle 
à GA menée par D. Nous allons mon- 
trer que GDKA peut être pris pour 
contour des coefficients. 

Si d, d\ d!^ sont les distances de 
A, B, G à L; les coefficients /, m, n sont 
proportionnels à ad, h.d\ c.d". Gar 
tout point P {Xy y, %) du plan étant 
le centre des distances proportion- 
nelles du système des trois points A, 
6, G affectés de coefficients é^aux à 
a^, by, cz, on a pour la distance A de 
P à L, ^.Jkuc ou 2S.^ = d.ax •+■ d'M 
-h d"cz; et comme, pour tout point de L, A est nul, Téquation 
de L est adx + hd'y -h cd"z = o. 

n» V l m n 

D ou — = — = — • 

ad M cdT 
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D'ailleurs d, <f , (T sont proportionnels à GD, BD, CD. 

l m ^ n 

Or, il est visible qne les trois loo^enrs 6D, DE, EA du con- 
tour GDEâi sont proportionnelles à a.GD, 6.BD, c.GD. Donc 
GDEA est le contour des coefficients, et la résultante G A est 
parallèle à L. 

Ce point établi, la formule (3) /**^* = — ^ en résulte. 

En effet l'angle (BG, Gk) que la direction positive CA de la 
seconde composante du contour fait avec BG, considère 
comme axe polaire, est égal à ic + (GB, GA) ou tt — (UA, CB) 
ou ic — G. Et l'angle (BG, AB) que la direction position de 
la troisième composante fait avec le même axe est égal à 
Tc + (BG, BÂ) ou X + B. Les trois composantes, prises en 
grandeur et direction, sont donc égales à X, yd*(^-^ v.c*<"+"^ ou 
X, — (xc*^, — ve*"; et la résultante du contour est égale à la 

somme géométrique X — ae~*^ — vc* ou -- (/ — mer^ — ne'*) 
OU - aS'. Par conséquent l'angle (BG, GA) ou V. que la résul- 
tante fait avec BG est, à E^ près, égal à l'argument de y aS', 
ou à celui de oS' (l'argument de - étant o ou t). Or, si (p est 



l'argument de aZ\ celui de la quantité conjuguée - est 



X 



6 

— 9, et celui du quotient a' — est 2(p, et comme le module 

S 

de ce quotient est i, il est égal à e^? ouàe^^a. De là, la 

8' 
forme (3) e*^a = a« - > et, par suite, les formules (2) et (1). 

ù 

APPUCATIONS DU THÉORÈMS SDR LE CONTOUR DES COEFFiaSKTS 

1® Problème. — Construire une droite d'après les coeffi- 
cients de son équation. 

Une première construction connue consiste à déterminer 
les points D, E, F où la droite rencontre BG^ Gà^ ÂB d'après 
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les proporlions 

/ m n 



oL.d b.d! cdT 
Le théorème du contour en donne une seconde. Ayant con- 
struit le contour des coefficients en partaut d'une origine arbi- 
traire et au moyeu de trois longueurs quelconques X, {a, v 
proportionnelles à /, m^ n, on obtient la direction de L. On 
trace alors AG parallèle à L, et puisque GDKA est semblable 
au contour, si u désigne la longueur de la résultante de ce 

contour, GD est donné par -7- = — , le sens de GD étant 

h u 

celui de X ou le sens contraire suivant que GA et u sont ou 
ne sont pas de même sens. On a ainsi le point D et, par 
suite, la droite L. 

Cas particulier. — Lorsque /, m, n sont proportionnels 
à a, 6, c, le contour est fermé. Donc la direction de la droite 
est indéterminée, et, u étant nul, D est à Finfini. Et, en effet» 
L est alors la droite de Tinfini. 

Question inverse. — Former Véquation d'une droite tracée dans 
le plan. 

On construit GDKA, et Téquation de la droite est 

GD.a: 4- DK.y 4- Kk.z = o 
(GD, DK, KA sont pris en grandeur et signe). 

L'application à des droites particulières conduit à des 
résultats intéressants. 

2® Démonstration géométrique de la formule 

_ Ix -f- my -+• nz 

qui donne la distance d*un point à une droite» 

I— l 

En premier lieu v ^5' = ~ w - * 

■*. ^ 

> 

Car u étant le module de - aS'^ et le module de aS^ étant v/oS'> 
puisque aS' a pour conjugué -, on a m = ± - v^^^'» 

oc l 

/— / 

ou \/ll' = ± w - . 

A 
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^ U GA X 2S 

D autre part - = -r-^ = - = — , 

^ \ GD d ad 

et par suite v 88' = ±. —7 • 

Mais on a vu que 

ad 
2S. A = adx 4- bd'y 4- cd''% = -j {Ix -h my -h cz), 

Ix -h my -\- nz 

A = 7= • 

it y/ 88' 

3® Construction du cercle 2ayz = 2S(lx + my -+- nz) d'après 
les coeffunente 1, m^ n de son équation. 

On construit d'après 1^ la droite Ix -t my -\- nz =0. C'est 
l'axe radical du cercle proposé et du cercle ABC (dont le 
centre et le rayon sont désignés par et R). Toute la question 
est de construire le centre w. 

Théorème. — Si Von construit le contour des coefficients 
1, m, n en prenant X = IR, la distance Oco est égale à la résul- 
tante u de ce contour. 

On sait que, si M est un point quelconque du plan, M»,, M^ 

ses puissances relativement aux deux cercles a>, 0, on a en 

grandeur et signe M„ — Mo = 20a>.A, A désignant la distance 

de M à l'axe radical. Donc pour tout point M du cercle (o 

— Mo = 20(1). A. 

Mais — Mo = 2R Saj/js = 2R(/a; + wt/ -*- nz) 

^ Oo) te + iny 4- nz 2SI 

Donc -=r = ' = — • 

R A ad 

Et nous avons vu qu'en valeur absolue 

2S __ M 

ad "" X 
,, ^ 0(1) tt/ 

et puisqu'on a pris X = /R, 
on a Oo) = w. 

D'ailleurs d'après l'égalité 

0(0 2S/ 

r" "^ ôd' 
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0(1) a le sens de d ou le sens contraire selon que / est positif 
ou négatif. On obtient ainsi sans ambiguïté la position de 
(0 sur la perpendiculaire de à Taxe radical. 

Question inverse. — Etant dcmné un cercle tracé dans le 
plan, former son équation. 

Ayant construit Taxe radical L de ce cercle et du cercle 

ABC, et le contour GDKA, on a pour Téquation de Taxe 

radical 

GD.ac + DK.j/ + Kk.z = o; 

et par suite Téquation du cercle est 

Jjiyz = p.2S(GÎ)x + DK.y + KA.^) 
où p est à détermiaer. Dans le contour construit en prenant 
X = p.GD.R, la résultante u = OJ, et comme ce contour 
est semblable à 6DELA, on a, en valeur absolue, 

pGD.R __ Oo) 
GD "" GA' 

,, , 0(0 . 

d ou o = • 

^ R.GA 

Il faut d'ailleurs attribuer à p. GD ou lie signe d.Ota ainsi 

qu'il a été yu. De là, le signe à donner à p. 

Règle sur le sens de Oo). — Si cp désigne Vangle (BC u) 
que la résultante du contour (IR, mR, nR) fait avec BG, la direc- 

tion de Oco est définie par (BG, Ow) = <p • 

Nous venons de dire que la direction de Oo) est celle de la 
longueur Id ou /GP, GP étant la perpendiculaire abaissée de 
G sur Taxe radical L. L'angle (BG, oco) sera donc (BC, GP) ou 
(BG, GP) — i: selon que / sera positif ou négatif. Mais GP 
changeant de sens en même temps que GD, on voit que (BG, 

GP) est égal à (BG, GA) - - ou (BG, GA) -h - suivant que GD 

est positif ou négatif. Il suit de là que (BG, Oco) = (BG, GA) 

quand / et GD sont de même signe et (BG, oco) = (BG, GA) 

7C 

-, quand / et GD sont de signe contraire. Or, dans le pre- 
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mier cas, GÂ. et u ont le même sens et (BC, GA) = 9, dans le 
second, GA et u sont de sens contraire et (BG. GA) = <p — w. 

Donc dans tous les cas (BC, Ow) = cp • 

4^ Application à l'expression des coordonnées du centre u). 
Les coordonnées de sont R cos A, R cos B, R cos G, et si 
œ^y^z sont celles de a>, a: — R cos A est la projection de Oo) 

sur la direction HaA de la hauteur. Or de (BC, HaA) = - et 

(BC,Oco) = 9 , il suit (HaA, Ow) = <p — w et par conséquent 

a; — R = — 0(1) cos (p = — u cos <p. Mais u cos 9 étant la pro- 
jection de la sésultante u sur BG et les angles que font avec 
BG les directions positives des trois composantes, le contour 
étant, comme il a été vu, 0, tc — G, 7: + B, le théorème des 
projections donne u cos cp =: R(Z — m cos G — n cos B), 

De là a? = R (— / -f- m cos G + n cos B 4- cos A), et par 
permutation 

y = R(/ cos G — m -h n cos A + cos B), 
z = R(Z cos B -4- w cos A — n 4- cos G). 

AiUre forme. — D*après une transformation indiquée ces 
expressions équivalent à 

-— = 2 cos A aS , 

• R a 

| = 2CosB--°-pS', 

— = 2 cos G Yô', 

^ ' i 

S et S' désignant toujours les fonctions £/a, £ -. Une compo- 

(X 

sition directe des deux quantités complexes conjuguées -, a8' 

(X 

donne le même résultat. 
Expression du rayon p du cercle Sayz = 2S(lx -+- my 4- nz). 

La formule est ^ = i — 2S/ cos A -h 8.5'. 

Soit Q le point ou o<ù rencontre Taxe radical L; on a 
p« - R« = Qio« - OQ* = (Qo) + OQ)(Qa) - OQ) 
= OwfOu) - 2 OQ ^ 0(o« - 20(0, OQ. 
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Or— -est égal, comme on Ta vu, au rapport constant 

Ix -{- my -{- nz ^ , ^ * , v RS/ cos A ,, ^ ^ ^^ 
et par conséquent égal a — ^r^ — ;dou 20o)OQ 

= 2R'I]/ cos A. Et comme aussi ce rapport constant est égal 

à \/W, onaOa)«=R«8S'.Donc^-- = i = 2S/ cos A 4- 88'. 

Expression de la puissance M„ d'un point (x, y, z) relativement 
au même cercle. 

■D 

La formule estM« = — [2S(te -h my 4- nz) — ^yz]. 

On a pour tout point, ainsi qu'il a été dit, M„ — Mo = 20(oA, 
oli A est la distance de M à Taxe radical L, et 

Oiû _ Ix -h my -h nz 

D'oh Mu = Mo + 2R(te -4- mi/ + nz). 

Or Mo = — ^ Sayz. 

Donc Mw = - [2S(te -h my -{- nz) — Say^J. 

Dans une prochaine Note, nous résoudrons la question 
inverse. Former l'équation d'un cercle de centre et de rayon 
donnés. 



SUR LES CYCLIQUES PLANES 

Par M. F* Michel, lieutenant du Génie. 
[Suite, voir page 25t.) 



V. — Pôles principaux 

1. — Lorsqu'une conique inscrite à la cyclique se réduit 
à deux droites, ces droites sont des tangentes double» à la 
cyclique: on les appelle hitangentes. 

Elles sont également inclinées sur les asymptotes de la 
conique principale, et leur point de rencontre est appelé 
pôle principal de la cyclique. 
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D'après cela, on voit que les pôles principaux d'une cycli- 
que sont sur la conique principale. 

2. — Cherchons ces pôles principaux. 

La condition pour qu'une conique inscrite se réduise à 
deux droites, est : 

(A - 3îi.)E« -4- (G - 2[x)D« - (F - fx«)(A - 2p.)(C - 2[x) = o, 
équation du quatrième degré par rapport à fx; il y a donc 
quatre pôles principaux ; leurs coordonnées seront données 

par les relations : 

D E 

a; = — r » .y = — • r; • 

A — 2[X ' L — 2îA 

Dans le cas des spiriques nous avons D = o, ou E = o, 
supposons D = o; alors l'équation précédente se décompose 
en deux autres : 

9 

A - 2{i. = o, et E* - (F - fx«)(G - 2fx) = o. 
Cela montre qu'il y a trois pôles à dislance finie; le qua- 
trième est à l'infini, dans une direction perpendiculaire à 

Taxe de la spirique : la conique inscrite, correspondant à la 

A. 

valeur (x = — , se réduit, en effet, à deux droites parallèles 

et perpendiculaires à l'axe de la courbe. 

Pour les cycliques à deux axes, on a D = o, E = o. On 
verrait de même qu'aux valeurs de (jl ; 

A G 

correspondent deux pôles à l'infini dans la direction des 

deux axes. Les deux autres valeurs de tx sont données par 

la relation 

F - ^» = o. 

Les coniques inscrites correspondantes se réduisent à 

deux droites passant à l'origine, centre de la courbe, donc : 

Théorème. — Dans toute cyclique à deux axes de symétrie^ 
le centre est un pôle principal double de la courbe, 

5. — La cyclique est anallagmatique par rapport aux pôles 
principaux. 

Pour le prouver, je démontrerai d'abord une propriété de 
tangentes aux coniques inscrites* 
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Soit S une droite tangenle, en un point m, à une conique 

inscrite F, et coupant la cyclique en quatre points a, 6, c, d : 

je dis que Ton a : 

nui,fnb = fncfnd. 

En effet, traçons une autre droite quelconque Z\ touchant 
F en m% et coupantla cyclique aux points a\ b' c^ d\ Les deux 
droites 8, S' forment une conique bitangenle à F; donc les quatre 
points a, a\ 6, 6' sont sur un cercle (G); de môme c, d, c', (f 
sont sur un cercle (C); ^t la droite mm' est Taxe radical de 
ces deux cercles; par suite le point m ayant même puis- 
sance par rapport aux cercles (G), (G'), on a : 

m4Z,mi = m,c.md. 

Observons que si Ton considère le cercle de contact Ci de la 
conique F, les trois cercles (G), (G'), (G,) ayant mm' pour axe 
radical, la valeur commune des deux produits ci-dessus est 
égale à la puissance du point m par rapport au cercle de 
contact (G)i. 

— Je considère, alors, la conique inscrite F formée par les 

deux bitangentes issues d'un pôle principal it; toute droite S 

passant par le point ir, et coupant la cyclique en quatre 

points a, 6, c, d peut être considérée comme tangente à la 

conique F; donc: 

iza.nb = TTC.Tcd. 

La valeur commune de ces deux produits sera constante 
et égale à la puissance du point tt par rapport au cercle 
passant par les points de contact des deux bitangentes. 

La cyclique est donc anallagmalique par rapport au pôle 
principal 77. 

4. — On peut déduire de ce qui précède le théorème sui- 
vant : 

Théorème. — La conique principale passe par le centre et 
par les quatre pôles principaux de la cyclique : elle est déterminée 
par ces points. 

VI. — Gercles bitangents a une Cycuque. 

1. — Tout cercle du plan coupe une cyclique en quatre 
points à distance finie : si ces quatre points se confondent 
deux à deux, le cercle est bitangent à la cyclique. 

JOUBNAL DB MATH. SPiC. — 1892 12. 
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Soit donc : 

(1) a?* -f- y* — 200; — 2Py + y = o 

réquation d'un cercle quelconque. 

Si Ton pose : P ss 2aaj -+- 2P3/ — y, 
réquation générale des coniques passant par l'intersection 
du cercle et de la cyclique : 

(x* -♦- j/*)* -h Aa;« 4- Gy* H- 2Dflc H- 2Ey + F = o 
est: 

(2) P» -h Air* + Cj/» -f- 2Bx + 2By H- F -f. X(«* -h 2/*)- XP = o, 
où X est un paramètre variable. 

Si cette conique se réduit à une droite double, le cercle (1) 
sera bitangent à la cyclique; il faut pour cela que le premier 
membre de l'équation (2) soit un carré parfait, c'est-à-dire 
que les trois dérivées partielles se réduisent à une seule. 
En égalant ces dérivées à zéro, on a : ' 

2aP •+• (Ax + D) 4- X(iJC — a) j= o, 

2|3P -f- {Gy + E) + X(y - p) = o, 

— yP 4- {Dx + Ey + F) — X{oLX 4- pj/ — y) = o. 

Joignons-y réquation P = 2aaj 4- 2pj/ — y- 
puis exprimons que ces quatre équations se réduisent à deux. 
On tire des deux premières les valeurs d'à; et à!y et, en les 
portant dans les deux dernières, on obtient deux équations 
en P, qui doivent être vérifiées quel que soit P. On a donc 
successivement : 

aX - 2aP - D pX - 2pP - E 



x = rT-^ ' y = 

et 



A + X ^ G + X 

aX - 2aP - D\ /pX - E - 2pP> 



/aX - 2aF - JD\ /pX - E - 2pJf \ ^ 

Annulant les coefficients de P et les termes constants 
dans ces deux relations, j'obtiens quatre relations, dont trois 

seulement sont distinctes : 

4a» 4p« 



A 4- X C 4- X 

2a(D - Xa) 26(E - Xp) 
^ + .. ■ ^ 4- Y =- o, , 



A -h X C 4- X 

- (D - Xa)^ (E - Xp)« 

A 4- X 04- X 



4- F 4- Xy = o, 



( 
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relations, qui, combinées entre elles, donnent les trois sui- 
vantes : 

4*' . 4P* 



A + X G 



A 



4-1=0, 



D« E* X« 

-4- ;^ r H F = G. 



A -h X G + X 4 
La troisième relation, indépendante de a, p, Y) donne pour 
X quatre valeurs; il y a donc quatre séries de cercles bitan- 
gents à la cyclique; si Ton développe cette relation on a 

D>(G + X) 4- E«(A -4- X) -(^ - -Va -+- X)(G -+- X) = G. 

Remarquons, en passant, que cette équation est identique 
à celle que Ton a trouvée plus haut, dans la recherche des 
pôles principaux de la cyclique. Gette remarque sera utile 
dans la suite. 

2. — La première relation donne le lieu des centres des 
cercles de chaque série 

fji\ 4«' _^ 4P' _^ , ^ 

On a ainsi quatre coniques homofocales, concentriques à 
la cyclique et dont les axes sont parallèles aux asymptotes de 
la conique priDcipale. Donc : 

Théorème. — Le lieu des centres des cercles bitangents à 
une cyclique se compose de quatre coniques homofocales et de m4me 
centre que la cyclique, 

Ges quatre coniques ont été appelées coniques focales (Sal- 
mon). On verra, plus loin, d'où vient cette dénomination. 

3. — La deuxième des relations (3) montre que tous les 
cercles d'une même série sont orthos'onaux à un cercle fixe 
dont l'équation est : 

(6) ,,.+j,. + __a,H.__y + _ = o. 

En effet, le centré de ce cercle a pour coordonnées 

_ P E 

A + x' C + X' 
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le carré de son rayon est : 

P' - (A4-X)» ■*"(G + X)«~ 2* 

La puissance de son centre, par rapport au cercle (1)^ sera 

donc : 

D' E' 2Da 3Ep 

(A + X)» "*" (G -f. X)« A + X G -4- X "*" ^ 
ou, d'après la deuxième des relations (3) : 

D' E' ^_ ,. 

(A+X)»"*" (G + X)« 2""^ ' 
ce qui démontre Torthogonalité des deux cercles. 

Remarque. — On peut d'ailleurs voir autrement que tous 
les cercles bitangents de la même série sont orlhogonaux à 
un cercle fixe. 

En effet, si ce cercle existe, il sera le lieu des points dont 
les polaires, par rapport à tous les cercles de la série, con- 
courrent en un même point, puisqu'il est orthogonal à tous ces. 
cercles, en d'autres termes, ce sera le Jacobien de la série de 
cercles (Salmon). 

Je vais donc chercher l'enveloppe des polaires d'un point 
quelconque M, par rapport aux cercles de la série, voir si cette 
enveloppe peut se réduire à uq point N, et quel sera, dans ce 
cas, le lieu du point M considéré. 

Soient (ojt» ^i) l^s coordonnées du point M. Sa polaire par 
rapport au cercle (1 ^ a pour équation : 

a*(*'i - a) + y(!/i - P) - û^i - f>yi + Y = o» . 
laquelle peut s'écrire, en tenant compte de la deuxième des 

relations (3), 

2Da 2ES X 

0^(0^1 -oc) + t/(v, - P) - ax, - f 1/, - ^-p^ - -^«^^ - - =0, 

ou 

/ 2D \ ^/ 2E \ X 

Pour avoir l'enveloppe de cette polaire, il faudra éliminer a 
et ^ entre l'équation (6), la relation (4), et la suivante: 

2D \ p / 2E \ a 



/ 2D \ p / 215 \ 



A 



= G. 
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Cette élimination se fait très simplement, car : 

A-4- X C-+-X 



2D 2E 



^ "*- ^1 -^ 7—r^ y -^ Vx 



A-4-X ^•^^'G-hX 



- 4a(a; + a:, + ^^)-4p(y-Ky,+^J 



1 



4(^1 + Wi - -) 

égalités d'oii l'on tire : 

2D 2E 



^+^1+ A— T— ^ y -+- yi -+- 



a=(A4-X) ;- . p=^G+X) --. 

( ^\ ( ^\ 

4 (^a^aîi -4- yy^ - - j 4 (^oîx, + yy^ -- j 

Portant ces valeurs dans la relation (4), il vient, en rédui- 
sant el simplifiant, 

A -h X / 2D V G -4- X / 2E \« 

-h {xx^ -hyy, - -j =0. 

Telle est Téquation de Tenveloppe cherchée : le premier 
membre est une somme de trois carrés. Pour qu'elle représente 
un point N, il faut qu'elle se réduise à une somme de deux 
carrés, c'est-à-dire qu'il existe une relation entre les irois 
fonctions linéaires suivantes : 

2D 

^^^i + rr-x^^' 
2E 

X 

^* 

Dans ce caF>, les coordonnées du point M(â;|,^i) vérifieront 

l'équation 

2D 2E X 

^i'-^yt^+rTx^«-^GT-x^'-^2 = ^' 
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obtenue en éliminant x et y entre les trois relations précé- 
dentes. 

On retrouve ainsi, comme on le voit; le cercle (5), indiqué 
plus haut. 

4. — Nous avons vu, dans ce qui précède, que les coor- 
données d'un pôle principal sont données par les formules 

D E 

Or, le centre du cercle (S) a pour coordonnées 

D E 

formules analogues aux précédentes, si Ton remplace X par 
— 2(a; mais, on a remarqué^ plus haut, que les équations du 
quatrième degré donnant les valeurs de X et — 2rA étaient 
identiques. 

Il en résulte que le centre du cercle (5) considéré, coïncide 
avec l'un des pôles principaux de la cyclique. 

Donc : 

On peut considérer une cyclique comme V enveloppe d'un cercle 
mobile dont le centre décrit une conique fioce (4), et qui reste 
orthogonal à un cercle fixe (5) ayant pour centre Vun des pôles 
principaux de la cyclique. 

On retrouve ainsi le mode de génération des cycliques, 
indiqué par Gasey. 

Nous appellerons le cercle fixe (S) cercle directeur. 

L'équation qui donne les valeurs de X, étant du quatrième 
degré, ou voit qu'il y a, pour une cyclique, quatre modes de 
génération semblables. 

Les quatre cercles directeurs ont pour centres les quatre 
pôles principaux de la courbe. 

5. — Gherchons l'équation de la corde des cootacts d'un 
des cercles (4) avec la cyclique; pour cela revenons à l'équa- 
tion : 

(2ax + 2^1/ — y)' + ^^* -*- ^y* + ^Da; -H 2Ey 4- F 

+ X (Oî* -r y* — 20LX — 2py -h y) = o, 
et décomposons le premier membre en une somme do carrés, 
par la méthode ordinaire. D'après les relations (3), il doit se 
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réduire à un seul carré X', et X = o sera l'équation de la 
corde des contacts. Effectuant le calcul on trouve : 

X = (A -h X -h 4a») X 4- 4apy -t- D — Xa — 2ay = o. 
Si l'on remplace, dans cette équation, a; et y par les coor- 
données dû centre du cercle (5) on a : 

4Da 4EP 

" ITT " cTx " ^ " ^Y' 

expression nulle d'après la deuxième des relations (3). 
Donc : 

Les cordes des contacts de tous les cercles bitangents de la même 
série passent par le centre du cercle orthogonal (5), c'est-à^ire 
par un des pôles principaux de la cyclique. 

6 — Considérons alors un des points oïl le cercle fixe (5) 
rencontre la cyclique, et le cercle (C) de la série correspon- 
dante, tangent à la courbe en ce point. Remarquons que le 
cercle (C) et la cyclique ont même tangente en ce point, et 
que cette tangente passe au centre du cercle (S), puisqu'il 
est orthogonal au cercle (C). Donc cette tangente est la corde 
des contacts du cercle (G) et de la cyclique. 

Le cercle (G) et la courbe ont donc quatre points confondus 
au point de contact. Ce point a été appelé point cyclique de la 
courbe (Salmon"). Donc: 

Les points cycliquss de la courbe sont les points d'intersection , 
avec la courbe, des quatre cercles directeurs. 

Ou bien: 

Les points cycliques sont les points de contact des tangentes 
menées à la cyclique par ses quatre pôles principaux. 

Il y a donc, sur la courbe, seize points cycliques. On démontre 
qu'à chacun de ces points correspoad un point de rebrousse- 
ment de la développée de la courbe, la normale au point 
cyclique étant la tangente au point de rebroussement (Sal- 
mon). 

7. — De ce qui précède, on peut déduire facilement l'équa- 
tion quadratique des bitangentes à la cyclique. Toute bitan- 
gente, passant par un pôle principal, peut être considérée 
comme un cercle bitangent dont le centre est à l'infini dans 
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une direction perpendiculaire à cette bitangente; mais ce 
centre est sur Tune des coniques focales, donc : 

Théorème. — Les bitangentes à la cyclique sont perpendi- 
culaires aux directions asymptotiques des coniques focaks de cette 
courbe. 

Cette propriété permet d'écrire immédiatement Téquation 
quadratique des bitangentes issues d*un pôle principal; elle 
est: 

A chacune des quatre valeurs de \ correspondra un couple 
de bitangentes. 

YII. — Foyers des Cycliques. 

1. — La recherche des cercles bi tangents à la cyclique, 
nous amène directement à celle du foyer de cette courbe. 

En effet, considérons les quatre points d'intersection d'un 
des quatre cercles directeurs, avec la conique focale corres- 
pondante. Ces quatre points peuvent être considérés comme 
des cercles de rayon nul, bitangents à la cyclique : ce sont 
donc des foyers de la courbe. 

Une cyclique a donc seize foyers et Ton retrouve ainsi le 
théorème du D"^ Hart. 

Théorème. — Les seize foyers d'une cyclique sont situés 
sur quatre cercles. 

On voit aussi maintenant d'où vient le nom de coniques 
focales donné aux quatre coniques, lieu des centres des 
cercles bitangents à la cyclique. 

2. — Prenons le cas d'une spirique, et supposons, par 
exemple, D = o. L'équation du quatrième degré en X se 
décompose en deux : 

A H- X = o, 4E* 4- (X« - 4F)(C -h X) = o. 
L'un des cercles directeurs, correspondant à la valeur 
X = — A se réduit à Taxe de la spirique, et Ton voit que : 

Toute spirique a quatre foyers situés sur son axe. 
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Dans le cas d'une cyclique à deux axes, D = o et E = o , 
y a quatre foyers en ligne droite sur chacun des deux axes , 
correspondant aux valeurs : 

X=-A X=-C. 

Quant aux huit autres foyers, ils sont situés sur deux cer- 
cles concentriques à la cyclique, correspondant aux valeurs 
de A donnée par Féquation : 

X« - 4F = o. 

(A suivre.) 

EX ERCICE 62 

D'un point M, on mène, à une ellipse donnée F , quatre noj*- 
maies telles que deux d entre elles, MA, MB sont harmonique- 
ment associées aux deux autres MC, MD. 

Trouver le lieu décrit par le pôle de la corde AB, ou par celui 
de CD. 

Notes sur l'exeroioe 61 (*). 

L'équation de Tellipse T étant 

(r) h^x^ -h a«y« - a«6» = o, 

celle de la droite AB est 

b'^oLX — a*py — a'6* = o, 
en désignant par oc et p les coordonnées du point M. 

La droite CD étant une des droites d'intersection du cercle 
MAB avec Tellipse, doit avoir son coefficient angulaire égal 
et de signe contraire à celui de l'aulre droite d'intersection 
AB. Son équation est donc de la forme 

6'aic — a^^y 4- p = o, 

L'équation générale des coniques circonscrites au triangle 
MAB est, par conséquent, 

- a*6«) = o; 
ou en développant, 

b\\ + 6«a«)a;* h- a\\ - a«p*)2/« + h\\L - a«6«)aa; -♦- a*([x + a*6«)p2/ 

— (X 4- \i)a'^h^ = o. 
Exprimant que la conique (1) est un cercle, on a 

(*) Ces notes sont de M. E. N. Barisien. 
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b*\ + 6*a» = a>X - a'6»; 
D'oïl 

Il reste à exprimer que la conique (1) passe par le point M. 

Comme la quantité 6*a« 4- a'p* — a'ô* est différente de zéro, 

on trouve 

X -+. 6«a« — a*p* 4- {X = o, 

et, par conséquent, 

(3) ^ = _ (a« + p«). 

c 

L'équation du cercle A est, par suite, 

^ ^ I + c»(6*a2 " a*p«) = o. 

aj 1® Si la circonférence A passe par le centre de F, on doit 
avoir 

(4) 6«a« - a»p* = o. 

Le lieu de M se compose des deux diagonales du rectangle 
des axes de F (*). 
2® Si le centre de A est sur le grand axe de F, on a 

(5) a« + p« = c\ 

Le lieu de M esl alors le cercle décrit sur la distance des 
deux foyers comme diamètre. 
b) Soit R la longueur constante OM, on a 

a^ + p« = R> 

La droite CD a pour équation 

6*ax — a*py = — ^— . 

c 

On peut poser 

a = k cos (p, p = A sin 9. 

Cette équation devient 

b^x cos flp — a*î/ sin (p = — j- * 
Sous celte forme, on voit immédiatement que la droite 

(*) Ce résultat démontre le théorème suivant : Si, dun point M, pris sur 
Vune des diagonales du rectangle des aooeSy on mène les tangentes MA. MB à F 
le quadrilatère MOAB est insoriptible. On peut établir cette propriété par 
la géométrie élémentaire. (V. Journal de Mathématiques Élémentaires, n» 
de janvier 1893.) G. L. 
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correspondante enveloppe l'ellipse représentée par Téquation 

(6) 



a?» v» R* 
-, + r. = -7 



a* 6* c* 

c). Les deux droites ÂB, CD, et la droite S considérée dans 
renoncé, ont pour équations, respectivement 

ax py _ a* + p* 



a 



a 

X y 
a 
L'élimination de ce et j/ entre ces trois .équations donne 

a p a* 4- p" 

6"^ c« 



a' 
I 

a 



I 
6 



I 



= o: 



ou en développant 

(ap - 6a) (a* -f- p«) 



4- 6a -h ap — 2a6 = o. 



Le lieu de M est donc la cubique dont l'équation est 

(8) (ay — bx){x* -h y*) — 2C^xy -h c*{bx -+- ay) — o, 

* Elle passe par le centre et les foyers de r, par le point 

(x = a, y =i 6). Son asymptote réelle a pour équation 

2a6c* 
ay — 6x = 



a* + 6« 

Cette droite est parallèle à la première diagonale du rec- 
tangle des axes et, comme on le vérifie facilement, elle passe 
par le point symétrique de Torigine par rapport â 8. 

Enfin, si Ton cherche le point d'intersection de la courbe, 
avec son asymptote, on trouve que les coordonnées de ce 
point vérifient l'équation 

^abc*(ax — by) = (ay -h bx){a^ -h 6*)*. 
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QUESTION 323 



Le centre d'un cercle bi-tangent à une conique, la projection d'un 
point quelconque de la conique sur la corde des contacts et Vinter- 
section de la normale en ce point avec Vaxe qui ne contient pas le 
centre du cercle^ sont en ligne droite, (A. Tissot.) 

l^e solution (par M. E.-N. Barisien). 

Prenons pour axe des y, la corde des contacts et pour axe 
des X la perpendiculaire à la corde des contacts, passant par 
le centre du cercle. Soient R le rayon du cercle et a la distance 
de son centre à la corde des contacts. L'équation du cercle est 

(1) {x - a)« 4- 2^« - R* = o. 

Celle d'une coniquebi-tangente au cercle, ayant pour corde 
des contacts Taxe des y, est 

(2) (X - a)« H- y« - R* + Xœ» = o. 

La normale en un point {x, y) de cette conique a pour équation 

(3) ^-^ = lui. 

x(i -h l) — a y 

L'abscisse du centre de la conique étant r > Téquation 

de Taxe qui ne contient pas le centre du cercle est 

I +X 
En portant cette valeur dans (3), on a, pour Tordonnée du 
point d*intersection de cet axe avec la normale, 

I + X 
L'équation de la droite joignant ce point à la projection du 
point de la conique sur la corde des contacts est, par suite, 

y-Y = (H-X)(I^), 
t/(i + X) - Xy = - ^ Th (i 4- X) - aj . 



ou 



Or, en faisant dans cette équation y = o, on trouve 

H = a, ' 
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La droite joignant le point (aï, y) ou point de rencontre de 
la normale avec TaKO qui ne contient pas le centre du cercle 
passe donc bien par le centre du cercle. 

Il est, de plus, remarquable que, pour toutes les coniques 
telles que (2) qui sont bi-tangentes à un cercle donné sur la 
même corde des contacts, la droite joignant la projection d'un 
point quelconque de la conique sur la corde des contacts au 
point d'intersection de la normale avec Taxe qui ne contient 
pas le centre du cercle passe toujours parle centre du cercle. 

Cette droite passe donc par un point fixe, quelle que soit la 
conique bi-tangente et quel que soit le point situé sur la 
conique. 

On peut aussi observer que si la corde des contacts est 
une directrice de la conique, le cercle devient le foyer corres- 
pondant. Et la proposition énoncée donne lieu au cas particulier 
suivant : 

Le point au la normale en un point quelconque M d'une œnique 
rencontre Vaxe non focal appartient à la droite qui joint un foyer 
de la conùjue à la projection du point M sur la directrice carres^ 
pondant à ce foyer. 

Cette question a été proposée sous le n** 1612, par M. E. Rou- 
ché dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (année 1891, 
p. 25, numéro de juillet). 

2^ solution (par M. Brocard) : 

Soient A la conique donnée, rapportée à un sommet et à 
Taxe focal; (a, p)($, 7^) les coordonnées de B, M; BC, MN, les 
normales en ces points. On aura 

(A) y* = 2^0? -h qx^; 

donc, le point I d'intersection de MN et de AC a pour abscisse 

x = -^ 

9 
qui représente le second axe de la conique, puisque cette 
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valeur correspond à 

dx 

Dans le cas de la parabole, q=^o; le point I est alors 
rejeté à Tinfini; en d'autres termes, les droites AG, MN sont 
parallèles, ce qui revient à observer que le segment CE, pro- 
jection de AC, est égal à la sous-normale KN ou au périmètre 
de la parabole. 

3« solution (par M"»® V« F. Prime) : 

Soient : 

G le centre et M un point de la conique ; 
le centre d'un cercle bi-tangent; 
L le pied de la corde des contacts sur Taxe GO ; 
K la projection du point M sur la corde des contacts ; 
N et N' les intersections de la normale en M avec les axes 

de la conique. 

Nous désignerons par o et 6 les 
longueurs des demi-axes de la 
conique a, se rapportant à Taxe 
dirigé suivant GO; suivant l'usage, 
2.C sera la distance focale. 

La question revient à démontrer 
l'exactitude de la proportion 
GO : OL = GN' : KL. 
C0_ GL_ OL^ 
C' '^ a^ '^ ~b^' 

MN' MN 




Or, on sait que 

et la relation connue 

GN' 



donne 



On a donc 



KL 



GO 
OL 



6« 

_ KL_ GN' 
■~ 6» "■ c« 

KL " 6« ' 



C. Q F. I>. 
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QUESTION 326 

Solution par M. Henri, élève au Lycée Louis-le>Grand. 



Etant donnée une ellipse de foyers F et F', trouver le lieu décrit 
par un point P tel qu'en menant^ de ce point, les tangentes à Vel^ 
lipse ayant leurs points de contact en M, M', les droites MF et 
M'F' se coupent sur l'ellipse. Montrer que ce lieu se compose des 
deux directrices de t ellipse donnée et d'une ellipse. 

Le lieu du point de rencontre des droites M'F et MF' est aussi 
une ellipse. (Barisien). 

Je m*appuierai sur le théorème suivant : 

« Si autour de deux points fixes F et F' œi fait tourner deux 
droites qui se coupent sur une conique et rencontrent la courbe en 
deux autres points M, M', ces deux points forment deux divisions 
hom^graphiques dont les points doubles sont les deux points A, A' 
de la courbe situas sur la droite FF', » (Voir Chasles, Sections 
coniqties.) 

Il s'agit de chercher le lieu des points d'intersection des 
tangentes en deux points homologues M, M'. Transformons la 
figure homographiquement, de façon que les points A, A' 
deviennent les points cycliques, la conique se transforme en 
un cercle; les deux divisions homographiques deviennent deux 
divisions semblables, c'est-à-dire qu'elles peuvent être consi- 
dérées comme déterminées par l'intersection du cercle avec 
les côtés d'un angle constant tournant autour du centre. Donc 
le lieu du point d'intersection des tangentes en deux points 
homologues est un cercle concentrique au précédent. En rêve* 
nant à la figure primitive^ on voit que P décrit une conique 
tangente à la première aux points A et A'. Mais l'énoncé com- 
prend aussi le cas oh la droite MM' passe par F ou F'; par 
conséquent, le lieu de P se compose des deux polaires de F et 
de F' et de la conique précédente. 

Dans le cas oh F et F' sont les foyers de Tellipse, le lieu de 
P se compose des deux directrices et d'une ellipse ayant 1m 
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mômes axes que Tellipse donnée, et tangente à celle-ci aux 
sommets A, A'. Les droites F'M, FM' sont deux rayons homo- 
logues de deux faisceaux homographiques, puisque les poinls 
M, M' appartiennent à deux divisions homographiques sur la 
conique ; par conséquent le lieu de leur point d'intersection 
est une conique passant par F, F'. 

Nota. — M. Vazou, professeur au Collège de Falaise, nous a envoyé une 
solution analytique de cette question. Nous avons aussi reçu une solution 
anonyme. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



a* 



361. — Démontrer que Téquation 

(x^ + y%x -h a) = - y , 
représente une strophoïde oblique. 



G. L. 



ERRATA 
Page 241. 
ligne 2, au lieu de liZ, lire l^x, 

ligne 2, en remontant, au lieu de — -> lire — ^» 

Page 242. 
ligne 3, et ligne 6 en remontant, au lieu de S8| , lire 88i. 
Page 243. 

ligne 4 en remontant, au lieu de — > lire — • 

8 Oj 

Page 244. 
ligne 9 f au lieu de -^j lire -7- 

r 

ligne 10, au lieu de 881 , lire 881. 

ligne 3, en remontant, au lieu du second Li , lire L. 

Page 246. 
ligne 4, au lieu de Si V^, V^, V^ sont les angles que. . . lire : Remarque. 

Si Vj Vj^f v^ sont les angles définis k ^tz près, que... 

lignes 6 et 7, lire aussi v^, v^, v^ au lieu de V^, y^, y • 



Le Directeur-gérant, 

G. DB LONGGHAMPS. 
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